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PRÉFACE. 



Dans le domaine mathématique, les diverses disciplines 
tendent sans cesse à se compénétrer. Plus une théorie se 
développe, et plus nombreux sont les points de contact, les 
relations, les analogies que l'on découvre entre elle et des 
branches qui, jusque-là, lui semblaient étrangères. Ainsi, 
les progrès de la Science mathématique, loin de lui faire 
perdre son caractère d'unité, resserrent les liens entre ses 
diverses parties. C'est là un fait capital, qui s'est affirmé 
surtout au cours du dernier siècle, et qui, sans doute, aidera 
désormais à réaliser de nouvelles découvertes. 

Mais, en même temps, la Science dont nous parlons gagne 
chaque jour en étendue comme en profondeur. Que le monde 
de la nature contraigne le géomètre à se poser certains pro- 
blèmes, ou qu'ils naissent de ses libres conceptions, ils 
surgissent de tous côtés : chaque question résolue en pro- 
voque cent autres, qui, à leur tour, sont l'occasion de nou- 
velles recherches. La floraison est telle que l'on se demande 
si une même intelligence pourra longtemps encore embrasser 
sérieusement, même sans les approfondir, toutes les parties 
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d'un domaine si vaste, bien que chaque progrès effectif soit 
accompagné d'ordinaire de la découverte de procédés plus 
rigoureux et de méthodes plus simples. 

Dès lors, si l'étudiant comprend que l'unité de la Science 
mathématique lui défend de *' enfermer trop tôt dans des 
recherches spéciales, auxquelles fatalement, un jour, il devra 
se livrer, s'il lui faut acquérir d'abord des vues d'ensemble, 
il sent aussi qu'il est imprudent de s'attarder en chemin : 
il y a des étapes qu'il doit rapidement enlever. 

A ce titre, on peut regarder comme de quelque utilité les 
Ouvrages didactiques qui préparent la lecture de nos grands 
traités d'Analyse et des Mémoires originaux, en groupant 
les matières éparses dans de nombreux Volumes, en les 
résumant, en les simplifiant, en les isolant de questions plus 
complexes. 

Celui-ci est consacré à l'étude des fonctions analytiques. 
Cette théorie est sans conte&te l'une des découvertes les plus 
brillantes du xix* siècle. En germe dans les écrits de Gauss, 
créée par Cauchy, Weierstrass , Riemann, elle est devenue 
entre leurs mains, et celles de leurs continuateurs, un mer- 
veilleux instrument : elle a ouvert à l'Analyse des voies 
toutes nouvelles, et elle semble lui promettre encore, dans 
un prochain avenir, de magnifiques conquêtes. 

Souvent, elle a permis de résoudre des problèmes difficiles 
par des méthodes très simples; mais parfois l'on s'y heurte 
à des questions délicates. Aussi, pour laisser à cet Ouvrage 
son caractère édémentaire, et néanmoins ne pas tromper 
le lecteur sur la complexité des questions qu'il touche, il a 
paru bon de réserver pour le texte les propositions les plus 
simples, et de renvoyer les autres à des notes. Dans ces 
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notes, nombreuses et denses, sont signalées les difficultés 
que les problèmes soulèvent ou les généralisations intéres- 
santes; on y trouvera parfois une orientation vers leur solu- 
tion, toujours des renseignements bibliographiques permet- 
tant de recourir aux sources : ainsi elles serviront de guide 
et de répertoire élémentaire pour les recherches. 

Il a également paru bon, pour rendre aux débutants la 
lecture plus aisée, de rédiger les premiers Chapitres de telle 
façon qu'il soit possible, sans grand inconvénient, d'inter- 
vertir l'ordre dans lequel ils sont placés. Plusieurs para- 
graphes s'y présentent même comme de brèves monogra- 
phies, qui pourraient être détachées du texte. 
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SUR LA THEORIE DES 



FONCTIONS ANALYTIQUES. 



CHAPITRE VI. 

FONCTIONS DÉFINffiS PAR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



Ce que nous avons dit jusqu'ici de la définition et de la repré- 
sentation des fonctions analytiques laisse de côté cette question 
pratique fondamentale : quel rôle jouent-elles dans la solution des 
problèmes? Sans doute, nous savons déjà que les opérations élé- 
mentaires du calcul, eOectuées un nombre fini de l'ois sur des 
fonctions analytiques (P* Partie, p. 225), ainsi que l'intégration et 
la difTérentiation de ces fonctions, conduisent à de nouvelles fonc- 
tions analytiques. Mais, pour montrer que la théorie de Weier- 
strass est vraiment féconde, il faut établir V existence des fonc- 
tions analytiques définies par des équations différentielles : ce 
problème est du reste, en lui-même, d'un intérêt capital. 

Considérons p relations, dont nous spécifierons plus loin la 
forme, entre /i variables indépendantes, p fonctions et les dérivées 
de ces fonctions jusqu'à celles d'un ordre déterminé : nous allons 
prouver qu'il existe un système de fonctions analytiques vérifiant 
ces équations et satisfaisant à certaines conditions dites conditions 
initiales (par analogie avec une dénomination usitée en Méca- 
nique) ou conditions aux limites. 

C'est à Caucliy que l'on doit les premiers résultats précis 
relatifs à ces théorèmes d'existence. Ses procédés varient avec les 
F. - IL i 
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hypothèses faites sur les éléments qui entrent dans les relations 
données. Quand ils sont analytiques, il emploie la méthode appelée 
Calcul des limites (*) : dans ce calcul, après avoir formé des 
séries de puissances qui satisfont formellement aux équations 
données, on établit leur convergence (^) en comparant ces 



(*) Cauchy exposa les principes de ce Calcul dans un Mémoire lu à l'Aca- 
démie de Turin le ii octobre i83i (lithographie en i832, reproduit dans les 
Exercices d'Analyse et de PhysiquCy t II, p. 5o, édii. de 184 1). 

« Ce calcul des limites, dit Cauchy, sert non seulement à fournir des règles 
relatives à la convergence des séries qui représentent le développement des fonc- 
tions explicites ou implicites d'une ou plusieurs variables, mais encore à fixer 
des limites supérieures aux erreurs que l'on commet, quand on arrête chaque 
série après un certain nombre de termes » (Mémoire ci-dessus, p. 40* Cette 
limitation des erreurs résulte des théorèmes établis précédemment (I" Partie, 
p. 219 et 281). 

(') Les anciens analystes, en présence d'équations dont l'intégration n'était pas 
réductible aux quadratures, employaient déjà la méthode des coefficients indé- 
terminés : ils remplaçaient dans l'équation donnée la fonction inconnue par une 
série entière, dont ils cherchaient les coefficients par récurrence (lorsque ces 
calculs laissaient indéterminés certains paramétres, on les regardait comme les 
constantes de l'intégration ). Mai^ ils négligeaient la question de la con- 
vergence de la série formée. Si, malgré cette omission, des mathématiciens 
de génie, comme Euler et Lagrange, ont évité de graves erreurs, grâce à la 
sûreté de leur intuition, il est évident que, par lui-même, le procédé manque 
de rigueur. 

<c ... D'une part, rien ne prouvait que la série obtenue fût convergente, et 
l'on sait que les séries divergentes n'ont pas de somme; d'autre part, une série, 
même convergente, qui provient du développement d'une fonction effectué à 
l'aide de la formule de Mac-Laurin, ne représente pas toujours la fonction dont 
il s'agit. » ( Voir !'• Partie, p. 290, note.) « L'intégration par série était donc illu- 
soire tant qu'on ne fournissait aucun moyen de s^assurer que les séries obtenues 
étaient convergentes, et que leurs sommes étaient des fonctions propres à vérifier 
les équations proposées. » [Cauchy, Exercices d'Analyse et de Physique^ t. I, 
p. 327 (édit. de i84o). Cf. aussi t. II, p. 43 (édit. de i84i).] 

La preuve de la convergence des séries intégrales par la méthode des limites 
a été exposée avec détails d'abord par Cauchy dans le Mémoire ci-dessus, litho- 
graphie à Prague, en j835, imprime en i84o {cf. la page 335 du Mémoire), puis 
par Weierstrass dans un manuscrit daté de 184^ {voir plus bas). 

Les premiers, Briot et Bouquet montrèrent qu'il est possible, pour certaines 
é(|uations difTérentielles, de former une série de Taylor toujours divergente 
vérifiant l'équation, dont les coefficients s'obtiennent en tirant de l'équation pro- 
posée les valeurs des dérivées de la fonction pour une valeur particulière de la 

dy 
variable. Ils donnèrent comme exemple l'équation ^^-f- = clx-^- by. 

Ces développements, purement formels, sont nombreux en Mécanique ana- 
lytique et en Mécanique céleste : nous avons signalé des travaux qui tendent à 
l'uiilisalion de ces solutions (P* Partie, p. 166 et 329). 
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séries à des séries auxiliaires dont on a prouvé dîreclement 
l'existence. Ce qui rend celte comparaison possible c'est que les 
modules des dérivées partielles des fonctions analytiques, qui 
figurent dans les équations proposées, sont limités supérieure- 
ment. 

§ I. — Fonctions implicites. 

192. Dans ce paragraphe, on suppose que les dérivées des 
fonctions inconnues n'entrent pas dans les équations qui défi- 
nissent ces fonctions ( * ). 

Prenons d'abord le cas d'une seule fonction et d'une seule 
variable indépendante. Soit ¥{x^ y) = o la relation donnée; son 
premier membre, holomorphe dans le champ double formé de 
deux cercles G et F, ayant pour centres Xq et y^^ pour rayons r 
et p, est nul au point (a:©, ^o) î ^^ suppose F^.^ o en ce point. 

Théorème. — L'équation considérée a une racine y et une 
seule qui est holomorphe au point Xq et tend vers y^ quand x 
tend vers jTo- 

Première démonstration (Weierstrass). — Ramenons à l'ori- 
gine le point (^oj^o)* La série entière qui représente à l'origine 
la fonction régulière donnée n'a plus de terme indépendant; le 



(*) Vexiatence des fonctions implicites est un corollaire des théorèmes de 
Cauchy sur l'existence des intégrales des équations différentielles. Cf. Cauchy, 
C /?., 1839, a* semestre, p. 587. — Briot et Bouquet, /. E, P., i856, 
XXXVI* Cahier; Fonctions elliptiques, a* édit., p. 336. — Goursat, Leçons sur 
l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. 18. 
— PoiNCARK, Méthodes de la Mécanique céleste, t. I, p. 68. 

Mais il vaut mieux rétablir directement. Cf. Jordan, Analyse, 2* édit., t. I, 
p. 178. — MÉRAY, Leçons, etc., t. I, p. 375. — Pî^ard, Analyse, t. II, p. 246. — 
Dbmartres, Analyse, t. II, p. i35; t. III, p. 3. — Lindelôf, B. D,, 1899, p. 68. — 
Goursat, Analyse, t. I, p. 447- 

Voir aussi quelques autres théorèmes sur les fonctions implicites, établis par 
M. Painlevé \a. t., 1888, B., p. 29). 

Remarquons que l'on passe des théorèmes d'existence des fonctions implicites, 
dans le cas des variables réelles, à ceux que nous démontrons ici (n" 192, 
195, 196) en remplaçant ces mots : fonction continue et ayant des dérivées 
continues par ces mots : fonction analytique; les autres hypothèses et les autres 
résultats sont les mêmes, l^our le cas de Tinversion, voir la note P" Partie, 
p. 264. 
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terme en j^ a un coefficient différent de zéro en vertu de l'hy- 
pothèse sur la dérivée première. L'équation F = o peut donc 
s'écrire 

i y = aioX-haioX^-hauxy 

I. Cette équation est vérifiée par une série entière conver- 
gente à l'origine 

(a) y = $(a?) = aiar-h. . .-f- «piP^H-. . . (ao=o). 

En effet, supposons quMl existe une pareille série satisfaisant à 
l'équation (i) : elle en rendra identiques les deux membres; par 
suite, ses coefficients se déduiront de Tidenlité 

mn 

qui donne (I'® Partie, p. 244) 

. aj= a,o-haiiai-hao2aî, 



Ces égalités montrent que chaque nouveau coefficient dp est 
une fonction entière et à coefficients positifs de coefficients clç 
déjà calculés et des coefficients donnés aik{q <p\ i-^- k^p). 
On peut donc calculer de proche en proche les coefficients d'une 
série (a) satisfaisant formellement à l'équation (i) : il reste à en 
démontrer la convergence. 

Pour y parvenir, transformons Téqualion (i) en substituant à la 
série f{x^y) une série majorante ^{x^y)^ que nous pouvons 
définir par l'égalité (P** Partie, p. 216) 

M Y 

?(^i J^)= -, z:r-, —:: — M — M^ = ôjoar 4- 6,oar*4- 6,1x7 -4-. . . 

(-')(-f) 

en désignant par M une limite supérieure des termes de la série / 
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dans le champ (C, F), et considérons Téquation 

(.') Y = y(.,Y)= J^^ -M-mX. 

Si elle a une racine holomorphe à l'origine 

(p) Y=p,a7-^... 4- PparP -+-... (Po=o), 

celte série (P) est majorante par rapport à (a) [et, par suite, la 
série (a) est aussi convergente]. 

En effet, si la série (P) existe, on en peut obtenir les coeffi- 
cients en répétant les calculs qui ont fourni ceux de la série (a) : 
il suffit de remplacer dans les égalités (2) les aik et cLp par bik 
et ^p. Dès lors, en vertu des inégalités bmny\(^mn \i 1^ forme des 
relations (2) montre que la série (P) est majorante relativement 
à la série (a). 

Or l'équation auxiliaire (i') a bien une racine régulière à Tori- 
gine et nulle avec x. En effet, elle peut s'écrire 

X 

M- 

(,') Yt Pl_Y + — P^ ^==0 

^ I 

r 

ce qui donne pour la racine tendant vers zéro avec x 



Y = 



•HP 



/ M- 

-f-M) 1/ 4(p-f-M)> p«-hM _^' 



La quantité sous le radical s'annule pour 

La racine Y est donc développable en série entière dans tout 
cercle C dont le rayon n'atteint pas r^\ la série entière ainsi 
obtenue ne peut qu'être identique à la série (|3) (T* Partie, 
p. i4i ou 291). La série (p) est donc convergente dans les 
cercles C, et dès lors la convergence de la série (a) est assurée 
au moins dans ces cercles. 
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IL La série 9{x) est la seule racine qui s'annule avec x. 

En effet, posons^ = ^(^) -|-yi. Lafonclion y — /(^jy) s'an- 
nule, quel que soit x^ quand yt est nul; on peut donc écrire 

fi désignant une nouvelle série entière. La série j^ — /" com- 
mençait par le terme y; par suite, il y aura dans la séné fi un 
terme constant égal à Tunité, ce qui donne, en revenant aux 
variables x et y^ 

y — /(^.r ) = [y- ^(^)]Ai^,y) (/» = » -^ ^lo^? -h coiy h- . . .)• 

Dès lors ^{x) est bien la seule racine nulle avec Xj puisque 
f'i{x^y) ne tend pas vers zéro avec x et y {*). 

193. Seconde démonstration. — Procédons comme pour les 
fonctions algébriques (P*' Partie, p. 87), et prouvons d'abord la 
continuité des racines de l'équation F(^,^) = o. 

Soit {xQ,yo) un de ses systèmes de solutions : ramenons-le à 
l'origine, puis développons suivant les puissances de y la fonc- 
tion <^ transformée de F; on a ainsi 

*(ar,7) = cpo(iP) -+- <?i(^)j' -H. . .-*- fi»(a?)j^'* -H. . . . 

Si l'équation ^(Xfy)^o a une racine nulle d'ordre p 
pour 07 = (P^ Partie, p. 58), c'est-à-dire si les fonctions holo- 
morphes cp^, ç,, ..., Op_i s'annulent avec x^ ?p(o) n'étant pas 
nul (^), cette équation a, dans le voisinage de x = o^ p racines 
voisines de zéro et pas davantage ('). 

En effet, le raisonnement déjà fait (P* Partie, p. 88) est encore 



(*) Cette décomposilion en produit de fadeurs et celles que nous rencontrerons 
plus loin sont dues à Weierstrass : un théorème général sera établi au n" 299. 
Remarquons aussi une fois pour toutes que, par les procédés de comparaison 
ci-dessus, on établit la convergence aô^o/we et uni/orme des séries (a). 

(^) On voit que toute racine de l'équation obtenue en égalant à zéro une 
fonction holomorphe de deux variables est d'un degré de multiplicité entier et 
fini. 

(5) Le raisonnement donné pour les fonctions algébriques montre que 
les/? racines, nulles à l'origine, forment un ou plusieurs systèmes circulaires. 
Si, parmi ces p racines, q se permutent entre elles, on peut représenter 
ces q racines par un même développement (T* Partie, p. 294). 
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applicable, bien que le polynôme P soit ici remplacé par une série 
entière en y^ puisque les modules des coefficients (p^, 'f^+i, ... 
sont limités supérieurement dans le cercle C (P* Partie, p. 219 
ou 297). 

Ce lemmê établi, revenons au théorème, et reprenons l'Iijpo- 
thèse (F;),..,.>o. 

L'équation F(:r,^) = o définit, dans le voisinage de 0:©, une 
fonction y uniforme et continue^ qui prend en x^ la valeur j'o 
{voir I** Partie, p. 90). 

Cette fonction a une dérivée (I™ Partie, p. gi). 

Cette fonction est unique (on peut le prouver comme ci- 
dessus). 

194. On peut faire intervenir plus directement les procédés de 
Cauchy dans la démonstration de ces théorèmes. Comme exemple, 
reprenons le théorème de l'inversion, et montrons qu'à une fonc- 
tion j/-=/( a?), holomorphe en un point x^^ et dont la dérivée 
première n^ est pas nulle en ce point, correspond par inversion 
une fonction x = ^{y) holomorphe au point j^o (^0 ^st la valeur 
de/en ^o)- 

En effet, supposons Xq et^o nuls. Dans le plan x on peut dé- 
crire, de l'origine, une circonférence C assez petite pour qu'à son 
intérieur la fonction f{x) s'annule seulement au point x = o 
(I" Partie, p. i4o)' Soit m le minimum de \f{x) | sur C, et^i un 
nombre arbitraire de module inférieur à m. Les équations f{x) = o, 
f{x) =^i ont le même nombre de racines à l'intérieur de C 
(P* Partie, p. 288); dès lors, à l'intérieur de C, la fonction f{x) 
prend une seule fois la valeur y^ . 

A la circonférence C du plan x^ la relation y=zf(^x) fait 
correspondre une courbe F du plan y entourant Torigine; à 
l'intérieur de F, il y a un cercle ayant l'origine pour centre, 
où X est une fonction uniforme de y^ car à tout point y du 
domaine |jk| <''ï correspond un seul point x intérieur à C. De 
plus, /'(x) ayant une valeur déterminée, continue et différente 
de zéro au point ^r = o, son inverse ^\y) est déterminé et con- 
tinu au point ^ = o. On en conclut que ^{y) est holomorphe à 
l'origine. 
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Corollaire. — Lorsque, à un domaine simplement connexe (D^, 
correspond, parla transformation y =/(.r), un domaine simple- 
ment connexe (D^r, f{x) désigi-.mt une fonction analeptique uni- 
forme dans le domaine (idx dont la dérivée est différente de zéro, 
la fonction inverse x =(f{y) est analj^tique et uniforme dans le 
domaine (©/(*). 

On le déduit aisément de la définition de fonction analytique 
par une suite de séries enchaînées. 

195. Supposons, maintenant, qu'il y ait n variables indépen- 
dantes : soit F(x,, . .. ,Xn'yy) = o une relation dont le premier 
membre est holomorphe dans un champ multiple (renfermant 
/i 4- 1 plans) contenant le point (:c®, . . . , J7®, y®) et s'annule 
en ce point; F^ n'est pas nul en ce point (^). 

En raisonnant comme ci-dessus on démontre qu'il existe une 
fonction ^, régulière dans le voisinage du point (a:J, . . . , arj), 
qui satisfait à l'équation donnée et prend en ce point la valeur^®. 
Celte fonction est unique et elle admet dans son domaine d'exis- 
tence des dérivées partielles définies par les relations 

ôF dF ây 

-T h -j- -^ =0 (« = I, ...,n). 

dxi ôy dx£ 

De plus, ramenons à l'origine le point (^J, . . . , x^^^yo). Le 
développement de F(o, .. ., o;y) suivant les puissances de y 
commencera par un terme eny, et l'on aura comme à la page 6 

F{xu ...,Tn,y) = [y — ^5:(Xi, . . ., ar«)] *(a7i, ...yXn,y), 

9 représente une série entière nulle à l'origine; la fonction holo- 
morphe ^ ne s'annule plus avec Xt, . . . , Xn, y» 

196. Étudions le cas général. Soient n variables indépen- 



(>) La correspondance entre les deux domaines est biunivoque el conforme 
(1" Partie, p. 53). 

(^) La fonction j', lorsqu'elle n'entre qu'à des puissances ,/?/î/es dans F, est 
dite algébroïde en a:,, ..., ar„. Dans sa thèse (1879), M. Poincaré a signalé 
d'intéressantes propriétés de ces fonctions; par exemple, si F est holomorphe 
en j?p ..., x^^ y et s'annule avec ces variables, on peut exprimer j;,» ..., x^^ y 
par des fonctions algébroïdcs de n variables auxiliaires ^(, ..., \^ s'annulautavec 
ces variables (p. iG). 
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dantes Xi^ p fonctions^A de ces variables, /> relations 

(3) F^Car,, ...,ar„; j^i, ...,/p) = o (A: = i, ...,/>); 

les fondions F^ s'annulent au point (arj, . . ., ^Jj^^J, . . .^yp? 
que nous désignerons par {x^^y^) et sont holomorphes dans un 
champ multiple (comprenant n -\- p plans), renfermant ce point à 
son intérieur : au même point, le déterminant fonctionnel J 
des fonctions F par rapport aux fonctions y est différent de 
zéro (*). 

Théorème. — Les relations données définissent un système 
de p fonctions 

y/=9t{xu ....Ta) (/= r, ...,/>), 

holomorphes dans le domaine formé par n cercles ayant leurs 
centres au point x^^ et prenant en ce point les valeurs y^ (^). 

Cette proposition s'établit directement par les procédés de 
Weierstrass en suivant une méthode toute semblable à celle que 
nous venons de développer (p. 4; voir aussi n'* 201). 

Voici comment M. Picard la déduit de la décomposition en 
facteurs obtenue à la fin du numéro précédent. 

Ramenons à Torigine le point (a;®, y^). Le théorème est vrai 
pour /? = I ; montrons que, s'il est établi pour p — i fonctions 
de n variables, on peut Télendre kp fonctions. 

Le jacobien J ne s'annulant pas avec les x et les y^ c'est que, 

au point (o, o). Tune au moins des dérivées j-^> par exemple ^» 

est différente de zéro. Regardons les x et les jk sauf^'^ comme 
des variables indépendantes. La première des équations (3) peut 
s'écrire 

F,(J7,, ..,,Xn\yu '".yp) 

= [yp'-'^(.^U'",^a]yu ...,rp-i)l*i(a?i, ...,xn;yu ''',rp) = o, 

$ désignant une série entière, et *i une fonction qui. ne s'annule 



(') Nous supposons p fini. M. Hcige von Koch a traité le cas où il y a une 
infinité d'équations simultanées {B. S. M., 1899, p. 21a). 

(') M. Poincaré a montre que les n variables et les/? fonctions peuvent s'ex- 
primer par des fonctions algébroïdes de n nouvelles variables (Thèse, p. 18). 



lO LIVRE I. — CHAPITRE VI. 

plus à l'origine. Par suite, pour la question qui nous occupe, on 
peut substituer à Tëquation F| == o la relation plus simple 

Le déterminant J| du nouveau système d'équations 

^yi à/i "* â/p-t 

dFj <^Fi dFj <JFt 



Ji = 



àyi 






àyp-x àyp 



d¥. 



d^a 



^yp-i ^yp 



est différent de zéro, comme le déterminant J, dans le voisinage 
de l'origine. 

Remplaçons j^p dans les /> — i dernières équations (3) par Ç. 
Au système des p équations (3) on substitue ainsi un système 
dans lequel p — i équations ne renferment plus que p — i fonc- 
tions : dès lors, le théorème sera établi si nous montrons que le 
déterminant J2 correspondant à ces/7 — i équations n'est pas nul. 
Chaque ligne de J2 est de la forme 



(Â: = a, ...,/>). 



Par suite, en vertu des propriétés des déterminants, J2 est égal, 
au signe près, à J| et, dès lors, est lui aussi différent de zéro (*). 

197. Qu'arrive-t-il lorsque le jacobien J est nul (*)? 
Supposons d'abord qu'tV s'annule identiquement dans un 



d¥k d¥k d9 


d¥k d¥k à(S 


àyi ' àyp dyx' 


àyp-i ' àyp dyp^x 



( ') L'équation algébrique F(a:) = admet la racine x^ comme racine simple, 
lorsque F(^) s'annule pour cette valeur sans que F'(^o) soit nul. 

Le système d'équations algébriques F, ( j;, ^) = o, ^^ix^ y) — o admet comme 
système simple le système de solutions {x^, yo)f lorsque h\ et F, s'annulent pour 
ces valeurs, sans que leur jacobien soit nul. 

Par analogie, on dira que le système (3) admet, pour j?, = .. .= â7„= o, les 
solutions y, = . . .= V = o comme système simple lorsque les équations (3 ) sont 
vérifiées pour ces valeurs, sans que le jacobien soit nul. 

(') Cette question a fait l'objet de nombreuses recherches, au premier rang 
desquelles il faut citer les travaux de Puiseux sur les racines des équations 
algébriques. Cf. aussi la Thèse de M. Poincaré. 
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domaine renfermant le point (^^^J^®). Alors, en général, à un 
point X voisin du point x^ ne correspond pas de point y voisin 
du point j^®; quand certaines conditions sont satisfaites, le sys- 
tème (3) admet encore des solutions, mais les fonctions j/* ne sont 
jamais uniformes. 

En particulier, soit le système 

(4) ^i = Myu "-^yp) (t = i,2, ...,/>); 

lorsque son jacobien est nul identiquement, l'inversion du système 
est impossible, et il existe une ou plusieurs relations entre les 
fonctions/,, ...,//,(*). 

198. Supposons maintenant que le jacobien soit nul, seulement 
dans le voisinage de certains points. 



( ' ) Rappelons la démonstralion de ce théorème. 

On sait que, si le jacobien est nul, on peut déterminer/? fonctions Y|, ..., Y 
des variables ^p ,..^y^ non nulles simultanément, telles que Ton ait 

Multiplions ces relations respectivement par dx^y ..., dx', en les ajoutant, il 
vient 

(5) Y, rfa?, + ...-+- Y^rfj?^=o. 

Dès lors, il y a une relation entre x,, ..., x \ car, si ces fonctions étaient 
indépendantes, on pourrait les prendre comme variables arbitraires à la place 
de y XI '•'•> y^t psir suite, leurs différenlielles totales rf^,, . . ., dx seraient arbi- 
traires, indépendantes entre elles, et indépendantes des valeurs de ^p .-.i^.» 
^1* *"t ^pj ce qui est en contradiction avec la relation (5). 

La réciproque est vraie : lorsqu'il existe entre p fonctions de p variables une 
relation identique (p(/p . ..i /.) = o, le jacobien de ces fonctions est nul. On le 
démontre en diflférentiant la relation (p = o successivement par rapport à chaque 
variable. 

Même démonstration pour ce théorème plus général : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu*il y ait une relation entre 
p f onctions Xi^ de n variables yii'i^ p), c'est que les déterminants d'ordre p 
formés avec p colonnes du Tableau 

âx^ ôXf. dxy , , . 

àyx ày^ ày^ ^ » »/-/ 

soient nuls identiquement. 
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La résolution du système (4) peut alors conduire à des fonctions 
multiformes non analytiques au point considéré. Étudions seu- 
lement, dans quelques cas simples, les systèmes de solutions des 
équations 

(nous supposons ramenée à l'origine la solution commune à 
étudier). 

Premier cas. — L'autre dérivée partielle n'est pas nulle à 
l'origine. 

L'équation donnée F = o peut alors se mettre sous la forme 

Si l'on regarde y comme la variable indépendante, cette rela- 
tion définit une fonction x régulière à l'origine (p. 3), qui a pour 
développement 

Quelques-uns des coefficients a2, as, ... peuvent être nuls; 
soit oip le premier coefficient différent de zéro. Posons x = ^'^, ce 
qui donne 



X 



' = rV^«A'-+-a/>+ir-^---- = 7(v^-^-Pi7^----)» 



puisque chaque détermination du radical est régulière à Torigine. 
Inversement (p. 7), J^ est une fonction holomorphe de x et l'on a 

1 s 

VoLp /«p 

La fonction^ a/? valeurs qui se permutent autour l'origine. 

Second cas. — A l'origine, F!^ est nul; F^,, F^i, F^ — 4Fi«Fy« 
sont différents de zéro. 

La relation F = o peut alors être mise sous la forme 

iy — aa?) (^ — pa?) h- ^^{x, ^ ) -f- «p^Car, 7) 4- . . . = o (a ^ p), 

cps, cpji, ... étant des polynômes homogènes dont le degré est égal 
à l'indice. Faisons la transformation y = ^((3 + y»). Parla sup- 
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pression du facteur x^j réquation devient 

Aux deux valeurs de j^ qui s'annulaient avec x correspondent 
deux valeurs de y^ différentes entre elles. On peut donc les 
développer suivant les puissances de x', celle qui n'est pas nulle a 

pour expression 

^1 = a ■— p -h «1 a: -4- atx* + . . . , 

et, par suite, on a 

y = a a? -4- a j a?' -h «10?'-+-. . .= 9(x). 

En permutant les rôles de a et de p, on obtient de même pour 
l'autre racine^ qui s'annule avec x une expression de la forme 

Ainsi les deux racines j^ qui tendent vers zéro avec x sont holo- 
inorphes dans le voisinage de l'origine. 

Pour démontrer que Téquation F = o n'a pas d'autre racine 
tendant vers zéro avec Xj remplaçons y par 9{x) 4-^|. La fonc- 
tion F renfermera le facteur ^i ; d'où, en revenant aux variables x 
et^, on a 

La transformation y = ^(x) -h y 2 montre que l'un de ces fac- 
teurs doit s'annuler avec y2 : c'est le facteur F< . D'où, finalement, 

F2 représentant une fonction holomorphe dont le développement 
commence par Y unité ( * ). 

On pourrait poursuivre le parallèle entre les fonctions algé- 
briques et les fonctions définies par des relations holomorphes ('). 



(') Dans le cas général, les racines mulUples ^1 qui correspondenl à une 
valeur finie x^ de a?, ou bien sont holomorphes, ou bien appartiennent à des 
systèmes circulaires de racines s'échangeant autour du point x^y systèmes qui 
peuvent être en nombre infini. 

(^) L'analogie cesse lorsque x on y devient infini. En un point x^ auquel cor- 
respond une valeur infinie y^ la substitution {y, y^^) transforme la fonc- 
tion ¥{Xyy) en une fonction qui n'est pas holomorphe dans le voisinage 
de ^ = o. Même conclusion lorsqu'on ramène à l'origine le point x = 00. 
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§ II. — Équations différentielles. 

199. Considérons un système différentiel du premier ordre que 
nous supposerons mis sous la forme canonique ( * ) 

(^) ^==M^>yu'",yn) a=i,...,/i), 

les coefficients différentiels /g satisfaisant à certaines conditions. 
Un problème fondamental consiste à rechercher s'il existe un 
système d'intégrales j^< , ..., /«, et un système unique, vérifiant 
certaines conditions et prenant des valeurs arbitraires 64, .. . , bn 
en un point arbitraire a. Dans de nombreuses Notes insérées aux 
Comptes rendus, surtout entre 1840 et 1846, Cauchy en a donné 
diverses solutions; on peut ranger les plus importantes sous les 
titres suivants : 

Méthode du Calcul des limites ou de Cauchy -Weierstrass (^). 
Méthode des quadratures ou de Cauchy-Lipschitz ('). 



( *) Une des méthodes classiques d'élimination, par exemple celle de Sylvesler, 
ramène le système le plus général de deux équations difTérentielIes du premier 
ordre 

où F, et F, sont des polynômes en y\ eiy^i * la forme 

(?) ?i(rvrprra7) =0, r; = ?a(ri.j'iir2.a?) = o, 

où 9, est un polynôme en y[, et Çj est fractionnaire en y^ : ce nouveau système 
peut être considéré comme le plus général (résultats analogues pour n équa- 
tions). Pour ramener le système (cp) à la forme (Ë), il reste à examiner dans 
quels cas l'équation «i = o peut être résolue par rapport k y'^ (p. 3, 10, etc.). 

(^) Le Mémoire de Cauchy, avons-nous dit, fut lithographie en i835; le manu- 
scrit de Weierstrass, daté de 1842, fut publié en 1894 {Œuvres, t. I, p. 75). 

(^) Dans cette méthode, on regarde les équations diOférentielles comme limites 
d'équations aux différences. Enseignée par Cauchy dés 1820 (c/. Cauchy, Exer- 
cices d'Analyse, t. I, p. 827, édit. de 1840. — Moigno, Leçons sur le Calcul dif- 
férentiel et intégral d'après Cauchy, t. II, Leçons 26, 27, 28, 33. — Coriolis, 
J. M., 1887, p. 33o), elle a été retrouvée par M. Lipschitz (J9. D., 1876, p. 149). 

Son emploi n'exige pas que les /,. soient définies pour les valeurs complexes 
des variables. Pour qu'elle soit applicable (variables réelles) dans le voisinage 
de conditions initiales (a, 6p ..., À„), il suffit que dans ce voisinage les /^ et 
leurs dérivées partielles du premier ordre par rapport aux y soient uniformes 
et continues (Cauchy); ou même que les /,. soient uniformes et continues, et 
qu'elles satisfassent pour deux systèmes quelconques de points {x^y^y »'',y^), 
{Xy Tfjp ..., Ti„) du domaine D défini par les inégalités | a? — a | ^r, \yi — è;| < p 
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Méthode des approximations successives ou de Picard (*). 

La première exige que les coefficients // soient analytiques 
(variables complexes) dans un certain domaine, et holomorphes 
dans le voisinage des valeurs initiales (a, &i, ..., bn) : c'est celle 
que nous allons exposer. 

Commençons par le cas d'une seule équation; nous la pren- 

aux conditioDS dites de Lipschitz 

les k désigoaDt des constantes numériques positives (on sait du reste que dans 
plusieurs questions, autres que ces questions d'existencCi on peut raisonner sur 
les fonctions lipschitziennes comme sur les fonctions dérivables. Cf. Lebbsque, 
C. JR., igo3, I*' semestre, p. 660) ou même que des conditions plus larges encore 
soient satisfaites {cf. Painlkvé, Encyklopàdie der M. W., t. Il,, p. 197). 

Quand les conditions de Lipschitz sont vérifiées, le système de solutions 
trouvées (système qui est unique) satisfait au système (E) dans l'inter- 
valle (— / -ha, a 4-/), / désignant le plus petit des nombres r, ^, et N le 
module maximum des /,• dans D (Cauchy); et même dans tout rintervalle où 
les intégrales y^y • • •» >^» sont continues et définissent une courbe (à une dimen- 
sion dans l'espace à /i -f- r dimensions) qui ne passe par aucun point où le sys- 
tème (E) cesserait de satisfaire aux conditions de Lipschitz : en dehors de cet 
intervalle, la solution ne peut être prolongée d'une façon continue ou peut l'être 
de plusieurs manières (Painievé). De là cette propriété caractéristique de la 
méthode de Cauchy-Lipschitz : Its intégrales obtenues vérifient l'équation 
dans tout l'intervalle où elles sont continues et définies sans ambiguïté par 
les conditions initiales. ( Cf. Picard, C. B., 1899, 1" semestre, p. i363. — 
Painlsvb, même Tome, p. i5o5 et B. S. M., 1899, p. i5i. — Lindblôf, J. M., 1900, 
p. 423.) 

M. Picard a étendu la méthode aux variables complexes. Quand les coef- 
ficients /. sont holomorphes au point (a, 6|, ...,^n)t cH^ donne des intégrales 
dont le rayon de convergence surpasse celui des solutions obtenues par le Calcul 
des limites (voir in/ra). Aussi ce procédé est-il particulièrement avantageux 
pour Pétude quantitative des fonctions définies par des équations différentielles, 
c'est-à-dire pour leur évaluation numérique (c/. Picard, B. />., 1888, p. 148; 
Analyse» t. II, p. '392 et 309). 

(*) M. Picard l'a appliquée aux systèmes différentiels ordinaires (/. M., 1890, 
p. 197; cf. aussi LiNDELÔF, /. 3/., 189^^, p. 117) et surtout aux équations linéaires 
aux dérivées partielles du second ordre {J. M., 1890-1900; J. E. P., 1890; Théorie 
des surfaces de M. Darboux, t. IV, Noie I), soit pour établir des théorèmes 
d'existence, soit pour la recherche effective des solutions avec certaines condi- 
tions aux limites, en faisant le minimum d'hypothèses sur les données. A sa 
suite, de nombreux géomètres en ont tiré parti. Cf. Delassus, A. E. N., 189Ô, S. 
— Le Roux, J, M., 1898, p. 368. — d'Adhémar, B. S. M., 1901, p. 190; C. /?., 1902, 
I" semestre, p. 407- — Coulon, Thèse, 1902, etc. 

Cette méthode est applicable que les cléments des équations données soient 
des fonctions continues réelles satisfaisant à certaines condilions, ou des fonc- 
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drons sous la forme canonique (*) 

(I) È=/(^.^). 

et nous supposerons que son coefficient / est holomorphe dans 
deux cercles (G, F) ayant respeclivement pour centres a et 6, 
pour rayons r et p (et sur leurs circonférences). 

200. Théorème. — // existe une fonction y, holomorphe dans 
un cercle Go concentrique au cercle G, qui prend en a la 
valeur b et satisfait à V intérieur de Go à V équation différen- 
tielle considérée (^). Cette intégrale est unique ('). 



lions analytiques (variables complexes). Les séries obtenues convergent rapide- 
ment, mais on ne sait pas encore fixer leur intervalle exact de convergence. 
Pour les équations différentielles ordinaires, la convergence a au moins lieu dans 
l'intervalle {—l-\-afa-\-l) de la note précédente (Picard), et même dans un 
intervalle en général plus grand (Lindelôf), sans néanmoins s'étendre à tout le 
champ de continuité des intégrales. 

Dans le cas des équations linéaires, cette méthode coïncide avec une méthode 
d'approximation de Cauchy {Œuvres, i" série, t. V, p. 89 J; voir aussi p. a49i 
et MoiQNO, Leçons^ etc., t. II, p. 70a). Cf. C. 7?., 1899, 1" semestre, p. i365. 

Aux trois méthodes citées dans le texte, on peut ajouter la méthode de 
variation des constantes (Cauchy, C. R., 18/40, 2* semestre, p. 1, 629, 780; 
1842, 1" semestre, p. 101, i4i, 188. — Poincark, A. M», t. XIII; Méthodes de la 
Mécanique céleste, t. I). 

(*) En général, dans les équations F(j?,^,y')=o que Ton rencontre en 
Analyse, F est un polynôme de degré n en y\ est rationnel en y, est analytique 
en X : ces équations sont diies du premier ordre et du /i«*"* degré. 

Soit y •=■ c une racine de l'équation F (a, 6,^') = 0. Le théorème des fonc- 
tions implicites permet de concevoir la réduction de Tcqualion F = o à la 
forme (i), pourvu que la dérivée partielle de F par rapport à y' ne soit pas 
nulle au point {a^b,c) (p. 3). 

Pour le cas général, c/. Forsyth, Differential équations, t. II, p. 2a5. 

(^) Depuis Cauchy, ces conditions aux limites sont devenues classiques, lors- 
qu'il s'agit de solutions analytiques d'équations à éléments analytiques : après 
quelques hésitations sur la définition d'intégrale générale, aujourd'hui on regarde 
comme telle celle que l'on peut ramener aux conditions de Cauchy. 

On pourrait la définir par des hypothèses tout autres : même les types des 
théorèmes d'existence sont en nombre infini (n*> 210). 

(*) La série ^£{x) qui représente cette intégrale est Vêlement générateur d'une 
fonction analytique, bien définie sur toute ligne L issue du point initial a et ne 
traversant aucune singularité de la fonction. 

Cette fonction analytique satisfait dans tout son domaine d'existence à 
l'équation différentielle. 

En effet, prenons sur une de ces lignes L un point Xi à l'intérieur du cercle de 
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Pour rétablir, ramenons à l'origine le point (a, b) et écrivons 
Téquation donnée sous la forme 

dv 

nous avons à démontre.r qu'elle admet pour intégrale une série 
entière convergente 

(a) y = aia:H-...~ha;,a7^-f-...= ^£{t) («0=0). 

D'abordy on peut déterminer les coefficients d'une série du 
Ijpe (a) de manière qu'elle satisfasse formellement à l'équa- 
tion (i) : il suffit d'écrire l'identité 

<S'{x) = aoo-h «loa? + «01 9(x) ~h. . .4- a/A' a?' ^{^) H-. • -, 

qui donne (!'** Partie, p. 224), en opérant comme si la série (a) 
était convergente 

[ *i == «00» 

(2) \ 

I 3a8= aotaiH-«io-^«iia|-+-«oi«i, 

D'une manière générale, chaque coefficient cLp est une fonction 
entière à coefficients positifs de coefficients précédemment cal- 
culés a,, ..., aLp_^ et des coefficients donnés aik{i -\- k <^p) {àe 
plus, il a une valeur déterminée; par suite, la solution, si elle 
existe, est unique). 

Tout est donc ramené à établir la convergence de la série (a). 
Pour y parvenir, transformons l'équation (i) en remplaçant y 

convergence C, de $(0?); soit ^, la valeur de ^{Xy). A la série ^{x) on peut 
substituer une série 9L^, (a? — x, ), ordonnée suivant les puissances de x — x^y 
convergente dans un cercle C^ série qui coïncide avec la série ^!^{x) dans la 
région commune aux cercles C^ et C„ et, par suite, satisfait dans cette région à 
l'équation différentielle {V* Partie, p. 213). 

Or, il existe, en vertu du théorème dont nous nous occupons, une série 
ordonnée suivant les puissances de {x — x^) qui prend en x^ la valeur j^i et 
qui satisfait à Téquation différentielle dans tout son domaine de convergence; 
de plus, cetl,e série est unique. Elle n'est donc aiftre que la série 9^\ qui est une 
série de puissances satisfaisant, dans le voisinage de j;,, à ces conditions (['« Partie, 
p. i4i et 391). Donc, la série ^!èi vérifîe l'équation dans le cercle C( tout entier. 

Et ainsi de proche en proche, par une chaîne de séries, on arrivera à atteindre 
tout point du domaine dVxistcnce do la fonction analytique. 

I'. - II. 2 
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par Y et en suhsliluant à la série f la fonction majorante 

(P« Partie, p. 216) 

INI 



('-r)('-|) 

[M désigne la limite supérieure du module des termes de la série/* 
dans le domaine fermé (G, F)]; prouvons ensuite que l'équation 
transformée 

(i') ^-= -z:^—, vT =^oo-H^>,oJ^-+-^oiY-l-... {hik%\aik\) 



(-?)(-)) 



est satisfaite par une série entière cotwevgenie 

majorante vis-à-vis de (a). 

D'abord, si l'on détermine la série (,3) de manière qu'elle satis- 
fasse formellement à l'équation (i'), cette série (P) est majo- 
rante. En eflfet, les équations qui fournissent, par identification, 
les coefficients ^p ne sont autres que les relations (2) où l'on 
aurait remplacé les a et les a par les b et les ^ avant les mêmes 
indices. Dès lors, la remarque faile sur la forme de ces rela- 
tions permet de déduire des inégalités 6m> | ciik \ les inégalités à 
établir ^p^\^p\' 

De plus, la série (p) est com^ergente, comme va le montrer 
une intégration directe. On a, en effet, 

Hr^'»^,- V-ïi.-MH..(,-î).c. 



I 



Choisissons comme détermination du logarithme celle qui s'an- 
nule à l'origine; dans ces conditions, la constante d'intégration c 
sera nulle, puisque Y doit s'annuler avec x. On aura donc 






( nous prendrons comme détermination du raflical celle qui, à l'ori- 
gine, a la valeur + i). 

Le logarithme est holomorphe à l'intérieur du cercle G; aussi 
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celle soluUon Y de Téqualion (i') esl holomorphe à Tinlérieiir 
d'un cercle Co dont le rayon /'o est fourni par les égalités équiva- 
lentes 

H- ^-^logfi 2j =0, ro= r\i — «"'«"'•/. 

Tel esl le rayon de convergence de la série (P); celui de la 
série(a)lui est au moins égal : celte série intégrale (a) converge 
certainement dans le cercle Co (*). 



(*) Celle façon de préseoler le Calcul des limites esl due à Weierslrass 
(Œuvres, l. I, p. 73) el à M. Méray {cf. aussi : Kœniosberoer, /. de Crelle, 
l. 104, p. 174 et Lehrbuchder Théorie der Differentialgleichungen, K. I, S. 3) : 
au poÎQl de vue didaclique, elle esl préférable à celle de Cauchy, même perfec- 
tionuée par Briol el Bouquel (/. E. P,, i856, XXXVI* Cahier). Daus celle der- 
nière mélhode, les coefficients de la série inlégrale (a) sonl tirés directement de 
Téquation donnée sans recourir au développement en série de la fonction holo- 
morphe/; de plus, dans la formation des séries majorantes qui servent à prouver 
la convergence, on remplace les considérations tirées de la théorie des séries 
multiples (P* Partie, p. 216) par des propositions relatives aux intégrales ima- 
ginaires (!'• Partie, p. 297). 

Mettons brièvement ce second procédé en regard du premier. 

L'équation (i) permet de calculer de proche en proche, pour a; = o, les dérivées 
successives de toute intégrale de cette équation, nulle à l'origine. Car sa dériv^ée 
première prend à Toriginc la valeur /(o, o) ; cette dérivée première connue, la 
relation 

d^y àf df dy , , „ , . 

5F = d5-^é^ (ouronfa.t^=r = o), 

fournil la dérivée seconde; et ainsi de suite. 

D'autre part, si Téquation a une inlégrale y holomorphe à Torigine et nulle 
en ce point, on a, dans le voisinage de a; = o, 

dv 
Celte série (a), si elle converge, vérifie l'équation (i), puisque les fonctions -^ 

et/(j?, ^), où ^ a reçu la valeur (a), sonl deux fonctions holomorphes de or, 
égales à l'origine ainsi que toutes leurs dérivées. 

Pour montrer sa convergence, désignons par N le module maximum de f{Xyy) 
dans le champ double (C, T), frontière comprise, el remplaçons comme toujours 
la fonction /(^, y) par une fonction majorante (V* Partie, p. 298) 

--V{x,y) 



(-r)(-f) 

(elle est moin» avantageuse que celle employée dans le texte). L'intégration 
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Toute solulion, holomorphe au point a, qui correspond aux 
conditions initiales (a, b) coïncide évidemment avec la solution de 
Cauchy. Nous verrons bientôt qu'il ne saurait y avoir d'autre solu- 
tion analytique, qui soit holomorphe au voisinage 8 de a, mais 

directe faite dans le texte montre que Téquation auxiliaire 
d Y _ N 

'■^~~ {'-t){'-}) 

dcHnit une fonction nulle à l'origine et holomorphe dans un cercle C^ de rayon 

Représentons son développement par 

Les coefficients 7 , sommes de termes tous positifs, sont positifs : ils ne sont 
jamais inférieurs aux modules des coefHcients correspondants de la série (a), 
comme le montre la comparaison terme par terme des éléments des sommes a„, Y.; 
on a, en ciïet, 

n.=.(S).= (S).*(f)/-'-... 



et, en général, 



\ dx'i dy- U*^\ dxTdpJJ' 



La série (y) est donc majorante relativement à (a), et, par suite, sa conver- 
gence dans le cercle C^ entraîne a fortiori la convergence de la série (a) dans 
le même cercle. 

Ainsi, par cette méthode de Briot et Bouquet, la convergence est certaine dans 
le cercle de rayon r'^. M. Picard a montré que, dans le cas où le coefficient/ est 
analytique (variables complexes), la méthode de Cauchy-Lipschitz assure la 
convergence dans un cercle de rayon /, / étant au moins égal au plus petit des 

Q 

nombres r et ^» On voit aisément que / surpasse r'^. 

En remplaçant les inégalités du n* 181, sur lesquelles toute la démonstration 
repose, par d'autres plus avantageuses, M. Stacckel a obtenu un rayon de conver- 
gence /•; 

(lu \, représente un nombre plus petit que N (C /?.. 189S, i" semcslrc, p. :>o3). 
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non au point a lui-même, et qui tende vers b quand x tend vers a 
en restant à l'intérieur de S (n® 202). 

201. Revenons à un système diflerentiel du premier ordre à 
n variables. Prenons-le sous la forme (E) et supposons que les 
coefficients différentiels fi soient holomorphes dans un champ 
multiple (C, Ti), formé par /iH-i cercles ayant pour centres les 
points a et bi (frontières comprises). 

Théorème. — Les équations données admettent un système 
d^intégrales, holomorphes dans un cercle concentrique au 
cercle C, et prenant en a les valeurs bi : ce système est 
unique. 

Pour établir ce théorème, il n'y a qu'à raisonner comme ci- 
dessus. Ramenons à l'origine les valeurs initiales (a, bi) et, pour 
abréger, opérons sur les trois équations 



dy 
dx 

dx 
du 






^ = ^(jr,y, z, u)^'^c^,tik xgyf^z^uf^'. 
Première partie, — Admettons l'existence d'intégrales du type 

«e « oe 

y=^apXP, 5=2P/>^^ «=2^'''^''- 

pr=\ p = l p=i 

En en calculant les coefficients par identification, on voit que 
les a, p, Y sont des fonctions entières à coefficients positifs des 
paramètres a, 6, c donnés et de coefficients a, p, y déjà calculés. 
Aussi, pour établir la convergence de ces trois séries, il suffit de 
remplacer les fonctions y, cp, ^ chacune par la fonction majorante 

M 



/ x\/ \h-Z-i-U\ 
(où r désigne le rayon du cercle C, p le plus petit des rayons des 
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trois cercles F formant le champ quadruple dans lequel les séries/, 
ç, ^ convergent, et M le module maximum de leurs termes dans 
ce champ), puis de prouver l'existence de solutions holomorphes 
à l'origine pour le système 

dY dZ dV M 



dx dx dx I x\ I Y-hZ 



/ x\l Y-hZ-+-U\ 



En vertu des deux premières équations, les différences Y — Z 
et Z — U sont constantes; les fonctions Y, Z, U sont donc iden- 
tiques, puisque, par hypothèse, elles s'annulent avec x. On a donc 
à considérer Téquation unique, directement intégrable 



rfV M 

dx 



C'est l'équalion (i') (p. i8), où l'on aurait remplacé Y par 3V 
et M par 3M; elle a donc une intégrale V, nulle avec x, holo- 
morphe dans un cercle Go concentrique à C dont le rayon r^ a 

au moins pour valeur r\i — e •**''/ (*). 

202. Seconde partie, — Le système de solutions holomorphes, 
qui répond aux conditions initiales données, est unique, puisque 
l'identification conduit à des valeurs déterminées pour les coeffi- 
cients des séries intégrales. Mais n'y a-t-il pas à*autres systèmes 
de solutions, satisfaisant aux mêmes conditions initiales? 

Pour traiter cette question, reprenons le système (E) et les con- 
ditions initiales(a, 6|, ..., 6„). 



(*) Dans le cas de n fonctions^,-, on a avec la fonction majorante du texte 
La fonction majorante -r ■;—. ^^ rr— aurait donné 



(.-î)(,_i)...(,_L) 



KQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. a3 

Théoueme (*). — Le système (E) n^a pas de système de solu- 
tions analytiques y s (^), . . . , ^«(^), holomorphes dans un do- 
maine attenant au point a, mais non au point a lui-même 
(ou encore holomorphes sur un chemin L aboutissant en a, sauf 
en «), et telles que ces solutions tendent vers 6| , . . . , b„ quand 
X tend vers a sur L. 

Précisons bien l'énoncé du théorème. En modifiant s'il en est 
besoin ]e chemin L, on peut le supposer rectifiable : soit s son arc 
compté à partir d'un point j^i, de x^ vers a; s croît quand x va 
deX| vers a et il tend vers une limite a-, finie ou infinie, quand x 
tend vers a. On conviendra de dire que x tend vers a sur L (^), 
si l'on peut assigner à s une valeur s' assez grande pour qu'à partir 
du point x' correspondant, la distance rectiligne xa reste infé- 
rieure à tout nombre donné ('). 

Gela posé, considérons un point {xo,y^) voisin du point (^, 6|), 
et le système d'intégrales 

(4) ri(^) = ?/(^»^o,ri» -"^yfi) (* = i, •-., '0, 

relatif aux conditions initiales (xq, yf), fourni par le théorème 



(>) Il sert de fondement pratique aux applications des équations diiïéren- 
tielies : là, en effet, il importe, après avoir trouvé une solution d'un problème, 
de savoir s'il y en a d'autres. 

Briot et Bouquet l'ont prouvé dans riiypothèse où le chemin L, dont nous 
allons parler, a une longueur finie (/. E. P., XXXVI* Cahier, p. i40- ^^^^ énoncé 
a été précisé par M. Picard, qui Ta établi en supposant démontré le théorème de 
Tcxistence des fonctions implicites et de l'existence des intégrales des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre {Analyse, t. II, p. 3i4). La démons- 
tration de M. Painlevé, que nous donnons ici, est directe {Leçons de Stockholm, 
p. 19 et 396; B. S, M., 1900, p. 191). 

(^) Si le chemin L a une longueur finie, cette phrase n'a qu'un sens possible; 
mais ce chemin peut admettre le point a comme point asymptote et avoir une 
longueur croissant indéfiniment. C'est pour avoir considéré des chemins qui 
ne s^approchent pas de a au sens du texte que Fuchs {SUzungsb, der A. zu 
Berlin, 1886, p. 283) et M. Forsyth {Dijferential équations, t. Il, p. 44 et 80) 
ont contesté le théorème. 

(') Ainsi, à tout nombre positif e doit correspondre un point x' tel qu'à partir 
de ce point la courbe L ne sorte plus du cercle de centre a et de rayon e. 

Par fonction o{x) holomorphe sur L sauf en a, et tendant vers b quand x 
tend vers a sur L, on entend une fonction telle qu'à tout nombre posilif/T, on 
puisse faire correspondre un nombre e et, par suite, un point x\ de faron que 
l'on ait I 9(:r) — 6 I < t,, en tous les points jt de L à partir de x'. 
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de Cauchy. Ces intégrales considérées comme fondions des 
71 + 2 variables (x, Xq, y% . . . , y") sont des fonctions analy- 
tiques, holomorphes au point (a, a, 6| , . . . , 6y,) ( * ). 

Si l'on suppose le point (^o» ^j J^«f • •• j^/i) voisin lui aussi 
de (a, a, &i, . . . , 6/,), on peut permuter les valeurs (^o»JK?) 
et {x,yi)^ et dès lors regarder comme système de solutions des 
équations (E) (et comme système unique répondant à ces nou- 



(*) Ce lemme est une conséquence du théorème de Caucliy. 

En effet, les intégrales considérées ç,(a7, J7o» ^î? •••»^») so"t des fonctions 
analytiques de J7, holomorphes au pointa7o; de plus, elles convergent absolument, 
pour tous les systèmes de valeurs des x^ et y* intérieurs à un certain domaine, 
en tous les points x du domaine \x — x^\ <,^f 6 désignant un nombre positif 
déterminé. 

Soit 8' un nombre positif inférieur à 8; lorsque les points x^ et y] restent 
dans un certain domaine, les modules des fonctions tp,- ont une limite supérieure N 
dans le domaine \x — x^ | < 8'. Si Ton désigne par 9,-^ la fonction holomorphe qui 
représente le coefficient de {x — x^y dans ç,-, on a (I*"* Partie, p. 397) 



l?iv(^o»>'î» ••Mr;)(^-^«)M<N| 



X — Xn 



Par suite, si Ton enlève à la série ç,- ses m premiers termes, la somme des 
modules des termes restants n'atteindra pas 



2: H 






et elle deviendra inférieure à tout nombre donné e pour m suffisamment grand 
(fi est indépendant des valeurs particulières x, x^, y\^ ••m^'» ^^^^ le domaine 
considéré). Donc, pour ces valeurs, les séries 9. convergent non seulement abso- 
lument, mais aussi uniformément : dès lors, ce sont des fonctions analytiques 
uniformes des n 4- a variables {xyX^^ y?), à l'intérieur de cercles dont les rayons 
restent supérieurs à une limite fixe (I" Partie, p. aig). Il suffit de prendre 

\x — aU Ix,— a|, Ir?— ^1 

assez petils, pour qu'elles soient holomorphes au point (a, a, b.). Cf. Wkier- 
STRASS, ŒusfreSf t. I, p. 80. 

Voici du reste comment procéder pour fixer les domaines dont nous venons de 
parler. Pour simplifier, faisons n = 1, et raisonnons sur l'intégrale «(x, x^,, y^) 
de l'équation y' = f{Xjy) qui correspond aux conditions initiales (a7o, J'»)- 

!• Soient G et V les cercles de centres (a, 6), de rayons {r^ ^) dans lesquels 

f{x^y) est holomorphe; C, et I^ deux cercles concentriques de rayons (-> -) : 
cherchons d'abord une limite du rayon de convergence de la série intégrale 9, 
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velles condilions initiales) les intégrales premières de ces équa- 
tions définies par les relations 

(5) J^/ = ?*(a?o,a?,^i, ...,r») (* = !» ...,'*)• 

C'est dire que Ton résout par rapport aux^" les équations (4) 
en permutant les lettres (^,^i), (^oj^?)* 



ordonnée suivanl les puissances de (x — â?,), quand on suppose le point (^oi^'c) 
intérieur au champ (G,, T,). 
Le coefficient/ est holomorphe dans le champ double formé par les cercles de 

centres (j?,, j\), de rayons (-» -) puisqu'ils sont intérieurs au champ (G, T); 

dans ce champ plus restreint, son module maximum ne dépasse pas le module 
maximum N de/ dans le champ (G, F). Donc, d'après la démonstration de Briot 
et Bouquet, le rayon de convergence de la série o est au moins égal au nombre/-, 
défini par Tégalité 

quelle que soit la position de {x^, ^,) dans ( Cj, r,). 

2* Regardons maintenant f{x, x^^y^) comme une fonction de trois variables; 
elle est holomorphe, avons-nous vu, dans le voisinage du point (x^, x^^y^). Pour 
montrer que le point (a, a, b) appartient à ce domaine, rappelons qu'une série 
entière (P(i), convergente dans un cercle de rayon 6, peut être remplacée par 
une série de puissances ^{\ — Ç«), qui converge au moins dans le champ 

1?.I + I?-Ç.I<2. 
et, par suite, aux points 

quand on suppose 

iï.i<|- 

Dès lors, ù la série 9(x, x^f y^) convergente dans le champ 

I a? — X, I < /'a, 

quand elle est ordonnée suivant les puissances de {x — x^)^ on peut substituer 
une série ordonnée suivant les puissances de {x— a), convergente dans le champ 

I ^ - « I < ^ '"2^ 
quand on a 

l^«-«l<^''i et lrD-*l<^?- 

La convergence de la série o comme série nnilliplc est donc assurée dans le 
champ triple 

\x-'a\<-^ /-j, I «^To- a I < :^ i\, Iro— ^ I < - P- 
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Ce lemme admis, eflectuons dans les équations (E) le change- 
ment de variables défîni par les relations 

(4') j'/=<p/(a:,a,Y„...,Y„), 

d'où l'on tire, d'après ce qui précède, 

(5') ^i=^i{a,x,yi, ...,j^«), 

et voyons ce qu'elles deviennent. Quand le point (^, J^i) est voisin 
de (^, 6/) les fonctions Y, sont voisines des è/. A la solution de 
Cauchj du système (E) définie par les conditions initiales (^o? J'/ ) 
voisines de (a, 6/) correspond pour les Y/ le système de solutions 

car en vertu des relations (5) et (4), j^'i(^o) ^ comme expres- 
sions ^i{xo,x,yi, ...,r") e^ ?/(^o, ^o,y% ^'-i^Di ce qui dé- 
montre l'identité de cp,(a, x,^< , . . . ,^„) et de 'fi{a, Xo,y% . . . ,^® ), 
et par suite celle de Yi(x) et de Y/(xo). Le système (E) s'est donc 
transformé en un système tel que sa solution de Caucliy se réduise 
à Y/= Y^ quelles que soient les conditions initiales (xq^YJ) voi- 
sines de (a, bi). Par suite, dans le système transformé, les coef- 
ficients différentiels doivent être identiquement nuls; ce système 
sera donc 

(E-) ^' = (. = ,,...,„). 

Par cette transformation, le théorème est évident. En effet, 
imaginons un système de solutions yi{x) des équations (E) holo- 
morphe sur un chemin L aboutissant en a, mais non holomorphe 
en a, et tel que ces solutions tendent vers les valeurs bi quand x 
tend vers a par la courbe L. A ce système correspondra un système 
de solutions Y/(^) des équations (E'), qui aura les mêmes pro- 
priétés. Ce résultat est impossible, puisque le système ^i{x) est 
composé, en vertu des équations (E'), de fondions qui sont con- 
stantes sur L et, par suite, ne diffèrent pas des solutions Y/= bi 
fournies par le théorème de Cauchy. 

203. Comment étendre les résultats obtenus jusqu'ici à un 
système d'équations différentielles d'ordre quelconque? 

L'étude d'un pareil système se ramène, au moyen de différen- 
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tialioDS et d'éliminations (*), à l'étude séparée de plusieurs équa- 
tions de la forme 

Chacune d'elles, à son tour, peut être remplacée par un sys- 
tème de n équations du premier ordre, en posant 



^ — „ ff «! __ „ dUn-' 



rt— I» 



dUn-\ ., . 

C'est un sj^stème différentiel du type de ceux que l'on vient de 
discuter. On peut donc dire qu'étant donnés une équation d'ordre n 
résolue par rapport à la dérivée d'ordre le plus élevé et un sys- 
tème de valeurs arbitraires de la fonction et de ses n — i premières 
dérivées (6|, . . . , 6„) correspondant à une valeur arbitraire a de:r 
et pour lesquelles le coefficient différentiel /(^, J', JK'j • • • j y'^"^ ) 
est holomorphe, il existe une intégrale holomorphe et une seule, 
qui satisfait à l'équation et prend au pointa, ainsi que ses n — i pre- 
mières dérivées, les valeurs arbitraires données (2). 

On a, pour les systèmes d'équations, des résultats analogues. 

204. Jusqu'ici, nous avons traité le problème de l'existence 
des fonctions analytiques définies par des relations différentielles, 
en nous occupant seulement de leur élément initial (^) : il suffit 
à déterminer la fonction. Ne peut-on poursuivre, sur ^équation 
elle-même, l'étude de l'intégrale obtenue, rechercher si elle est 



(*) Ces remarques ont été faites dès la fin du xyiii* siècle. C/. Jacobi, Œuvres, 
t. V, p. 193 et 483. — Jordan, Analyse, 2* édit., t. III, p. 3. 

(*) Le cas de l'équation F{Xjy,y'j ..., j^") = o se ramène immédiatement à 
celui du texte, pourvu que les deux équations 

âF 
¥{a, 6p ..., 6„^,) = 0, ^ — (a, 6p ...,6„+,) = o 

n'aient pas de racine commune b,^+^, 

(3) Nous avons supposé les conditions initiales telles que les coefficients difîé- 
rentiels fussent holomorphes au point correspondant. Quand il en est autrement, 
les cas très compliqués qui peuvent se présenter ont fait Tobjet des travaux de 
Briot et Bouquet (/. E. P., XXX VI* Cahier, i856. — Picard, Analyse, t. III, 
p. 23), de MM. Picard {B. S, .\f., 1884, p. 48) et Poincaré (/. i»/., 1881, 1882, 
i885), de FucHS (SUzungsb. d. A. zu Berlin, 1886, p. 279), etc. 
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uniforme, si elle a un nombre fini ou infini de brandies, recon- 
naître ses singularités? 

A la suite de Fuchs ( * ) de nombreux géomètres ont étudié à ce 
point de vue les équations linéaires et celles qui s'j rattachent; 
de là, une série de remarquables travaux (-) dont le point de 
départ a été cette proposition si simple : 

Les intégrales dhine équation linéaire et homogène ne 
peuvent avoir d^autres singularités que celles des coefficients 
de cette équation. 

Avant de dire un mot du problème énoncé relatif aux équations 
différentiel les quelconques, répartissons en deux catégories leurs 
points singuliers. La première renfermera ceux qui sont singuliers 
pour toute intégrale, quelles que soient les conditions initiales. 
Ces singularités sont mises en évidence par la forme même dePéqua- 
tion, et dépendent uniquement de ses coefficients : on les appelle 
singularités fixes. L'exemple classique des équations n'ayant que 
des singularités fixes est fourni par les équations linéaires. 

En dehors de ces points singuliers ^0:^5, qui sont apparents 
sur Téquation, il y a ceux dont la position dépend des conditions 
initiales, c'est-à-dire du choix que l'on a fait arbitrairement de ces 
conditions : ils varient d'une intégrale à l'autre. Les points de 
cette seconde catégorie sont appelés singularités mobiles ('). 

On conçoit facilement l'existence de pareilles singularités. Pre- 
nons une équation du premier ordre et du premier degré. En un 
point Xq (laissons de côté les intégrales qui seraient indéterminées 
en ce point, s'il en existe), son coefficient différentiel peut n'être 



(^) Parmi ses Mémoires classiques, citons ceux du J. de Crelle, t. 66 et 68. 
Voir aussi : /. de Crelle, t. 75, 106, 108 et Sitzungsb. d. A. zu Berlin, 1884, 
i885, 1887. — Cf. aussi : Tannery, A. E. A'., 1875. 

(') Citons seulement : Thomé, /. de Crelle, t. 74, 75, 76 (et 83, 91, 95, 96). 

— Frobenius, /. de Crelle, t. 76, 77, 80, 82, 85. — Hamburger, /. de Crelle, 
t. 76, 83. — PoiN^ïARÉ, A. M., t. IV, p. 8. — Mittag-Leffler, A. M,, t. XV. — 
Sauvage, A. E. A'., 1886, 1888, 1889. — Floquet, A. E, A., 1879, «883, 1884, 1887. 

— Vessiot, A. E, A'., 189Q. — Comme Ouvrages classiques consacrés aux équa- 
tions linéaires, mentionnons celui de M. Schlœsingeu (1895-1898) et le Tome IV 
du Traité de M. Forsyth (190a). — Voir aussi : Picard, Analyse, t. III. 

(') Par exemple, les équations yy'-\-x = o, ^'4-^^= o ont respectivement 
pour intégrales y= v^a'— a;^ y = (a?— a)-'. Les points critiques ±a et le 
pôle a dépendent de la constante a, et, dès lors, varient avec chaque intégrale. 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 29 

iiolomorphe pour aucune valeur de y, il peut cesser d'être holo- 
morphepour certaines valeurs de y, il peut être holomorphe pour 
toute valeur dey. 

Dans le premier cas, Xq peut être une singularité pour toutes 
les intégrales (xq est alors une singularité fixe). Dans le second 
cas, Xo peut être une singularité seulement pour certaines inté- 
grales (^0 est alors une singularité mobile). Dans le troisième cas, 
le théorème de Cauchy donne des intégrales toutes régulières 
en Xq, Parmi elles, celles qui correspondent à des conditions ini- 
tiales différentes n'ont pas, en général, le même cercle de conver- 
gence pour leurs éléments générateurs, et, par suite, a fortiori, 
n'ont pas les mêmes singularités (rappelons qu'une fonction ana- 
lytique a, au moins, une singularité sur le cercle de convergence 
de chacun de ses éléments); les singularités de ces intégrales 
dépendent donc des conditions initiales choisies, ce sont des 
singularités mobiles. 

Une singularité, qu'elle soit (ixe ou mobile, est dite essentielle 
quand l'intégrale est indéterminée en ce point (*). Ce sont les 
singularités essentielles mobiles, dont rien, sur les équations, ne 
fait prévoir l'existence, qui constituent l'une des grandes diffi- 
cultés de la théorie des équations différentielles (-). Dans le cas 



(^) On peut classifier comme il suit les singularités des fonctions, et, dès lors, 
celles des intégrales des équations diffère miellés : 

!• Un point, isolé ou non^ où l'intégrale cesse d'être régulière, est point cri- 
tique lorsque, autour de ce point, plusieurs déterminations se permutent, ou 
lorsqu'il fait partie d'une ligne singulière autour de laquelle des déterminations 
s'échangent. Ce point critique est algébrique, si la fonction a en ce point une 
Yaleur déterminée (finie ou infinie) et dans son voisinage un nombre fini de 
valeurs; sinon, il est transcendant. 

a*» Prenons un point singulier, isolé ou non, a qui ne soit ni un pôle, ni un 
point critique algébrique. C'est un point essentiel ou d'indétermination s'il 
existe un chemin L tendant vers a, tel que l'intégrale ne tende vers aucune 
valeur déterminée, finie ou infinie, quand x tend vers a en suivant la courbe L 
(que la fonction soit uniforme ou multiforme dans le voisinage de a) : tel est le 

_i 
point o pour les fonctions e-*^, sin logjr. 

Dans le cas contraire, on a un point transcendant ordinaire (on dit souvent 
un point transcendant) : tel est le point o pour la fonction logo?. 

Les singularités essentielles peuvent former des ensembles ponctuels des trois 
types indiqués plus haut (I" Partie, p. 28) ou des ensembles linéaires. Cf. Pain- 
levé, Leçons de Stockholm, p. 9; Introduction, p. 6. 

(') Mettons en repard quelques équations dilTércntiolK'S, leurs intégrales, leurs 
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du premier ordre, M. Paînievé Ta fait en grande partie disparaître 
par ce théorème fondamental : 

Les seules singularités mobiles possibles dUine équation du 
premier ordre sont des pôles et des points critiques algé- 
briques (* ). 



singularilés : 

Singularités 

JÉquations. Intégrales. mobiles. fixes. 

ixyy*—! (loga: — a)' e* o,x 

_ 1^ 

ny' H- y**-^^ = o {x — a) " a qo 

xy -¥y'^=o (logar — a)-^ e* o, 30 

x'^y' -^ y •=^ a ••• ûf c^ /r o 

x^ y^ -\- y"^ — y^ — o coséc(Ioga? — a) c" o, x 

y" =■ ^ î [î^''— 1 — (r'— i)^J... coséc[log(a7 — ô) — a] C+b^b oo 

^"^y'^^iîj^ tang[log(aa?-6)] - « 

Pour la première et la deuxième équation les singularités mobiles sont des 
points critiques algébriques; ce sont des pôles pour la troisième et la cinquième. 
Ces équations du premier ordre ont des points essentiels et critiques transcen- 
dants (la première, la troisième, la cinquième) ou simplement essentiels (la 
quatrième), mais ils sont Jixes, 

Les deux équations du second ordre ci-dessus ont des points essentiels (et cri- 
tiques transcendants) qui sont mobiles (les points 6, - ] ou fixes (le point oo). 

Le point e'-hb est un pôle. 

Les équations du troisième ordre oiïrent la singularité plus curieuse encore de 
lignes essentielles variables avec les constantes d'intégration : telle est l'équa- 
tion du troisième ordre que vérifie la fonction modulaire (môme on ce cas, la 
coupure essentielle a, en chaque point, une tangente mais pas de courbure). 

Cf. Painlevé, Leçons de Stockholm, p. 5; A. M., t. XXV, p. 5. — Forsyth, 
Differential équations^ t. II, p. 217. 

(') Cf. Leçons de Stockholm, p. 21. {Voir aussi : Picard, Analyse, t. II, 
p. 326. — Forsyth, Differential équations, t. II, p. au et 266.) 

Le théorème est seulement vrai des équations ^{x^ y, y') =0, où F est algé- 
brique tti y tly', et analytique en x. Ainsi Téquation ^'= acS»^ a comme inté- 
grale générale 

P>'= — Ioga?(a — J7): 

le point j; = a est un point essentiel mobile, mais l'équation n'est pas algébrique 
en y. 

Si F est algébrique en y, y\ et aussi en x, les singularités mobiles sont en 
nombre fini, et leurs affixes se calculent algébriquement sur l'équation elle- 
même (Painlevé, A, T. y 1888, B., p. 38). 
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Démontrons-le en supposant que Téquation est du premier 
degré et a pour coefficient différentiel une fraction rationnelle 
en y; prenons*la sous la forme 

dx Q(a-,^)' 

P et Q désignant des polynômes en y^ premiers entre eux quel 
que soit jr, dont les coefficients pi{x) et qi{x) sont des fonctions 
analytiques quelconques de x. 

Recherchons toutes les singularités possibles de l'équation dif- 
férentielle, et d'abord occupons-nous des singularités non essen- 
tielles. Dans ce but, à une valeur quelconque x^ de x pour 
laquelle les branches considérées des fonctions pi{x)^ Çi{^) sont 
régulières et qui n'annule pas tousles coefficients qi{x)^ associons 
une valeur déterminée y^ et voyons si Téquation différentielle 
admet une solution prenant en x^ la valeur ^o» 

Quand son coefficient différentiel est holomorphe en (^o» J^o)> 
la réponse est donnée par le théorème de Cauchy : il existe une 
intégrale et une seule tendant vers yo quand x tend vers Xq\ et 
elle est holomorphe en Xq. 

Quand on a Q(a:o, J^o) = o, P(^o,yo)<o, il existe encore une 
intégrale et une seule prenant en Xq la valeur y^ ; le point ^o est 
pour elle un point critique algébrique (*). 

Enfin, quand P(^oj^o) et Q(^oï JKo) sont nuls à la fois, il peut 
se faire qu'il n'y ait pas de solution égale à y^ en x^j ou bien 
qu'il y en ait un nombre fini ou un nombre infini : le point Xq 
peut être un point transcendant pour ces intégrales. 

Nous supposions y^ fini. Pour étudier ce qui arrive quand y^ 
est infini, faisons la substitution (j^,jK~*)- D'après ce que nous 
venons d'établir, l'équation transformée 

dy _ _ jK^!Zi£lZlil = Pt(^)r) 
dx Q(ar,j^-o <lï{^,y) 

ne peut avoir de points singuliers transcendants correspondant à 



(') On le voit immédiatement en regardant dans Téqualion donnée y comme 
la variable indépendante, ce qui permet de lui appliquer le théorème de Cauchy, 
et en faisant ensuite l'inversion de l'intégrale x{y) obtenue. 
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la valeur y = o que si P| (^, o), Qi (^, o) sont nuls à la fois ; les 
autres points sont des pôles ou des points critiques algébriques. 

En résumé, les seuls points transcendants possibles qui corres- 
pondent à des valeurs déterminées, finies ou infinies, de^ sont : 
i** les points singuliers des coefficients pi et gr/, et les points où 
s'annulent à la fois tous les coefficients ^i-; 2® les points x qui 
correspondent aux racines communes aux équations Q(^,y) = o, 
P(a:, y) = o, ou bien aux équations P, {x^ o) = o, Qi {x^ o) = o. 
Notons que ces points x sont tous fixes (ceux qui dépendaient 
de j^o étaient des pôles ou des points critiques algébriques), et 
représentons leur ensemble par C. 

Il ne reste plus qu'à chercher les singularités qui correspondent 
à des valeurs non déterminées de y, par suite, à examiner s'il se 
trouve des points a tels que x tendant vers a par un chemin L qui 
ne passe par aucun point de C^ une intégrale, définie en un point ^0 
de L voisin de a par les conditions de Cauchy, soit indéterminée 
en a. 

Je dis qiCil nen existe pas. En effet, dans le plan x^ traçons 
autour du point a à étudier une circonférence C de rayon très 
pelit r] dans le plan y^ marquons les racines r,i, ..., vi,, de 

l'équation 

Q(a,7) = o. 

Quand x se meut à l'intérieur de C, les racines yi, . . . , ^„ de 
l'équation 

Q(^,r) = o 

ne sortent pas de cercles yi ? • • • , Y" dont les rayons sont tous infé- 
rieurs à un nombre très petit p, si r est suffisamment petit. 
Par suite, si l'on désigne par (£) le domaine extérieur aux 
cercles yi, . . . , y,! et intérieur à une circonférence V de rayon très 
grand, Q(^îJK) ne s'annule pas tant que le point {x^y) reste dans 
le domaine (C, (ô) : dès lors, le coefficient différentiel de l'équa- 
tion est (sauf aux points de C) holomorphe dans ce champ; à des 
conditions initiales {x^^y^) relatives à ce champ correspondra une 
intégrale holomorphe dans un cercle de centre Xq. Faisons varier 
d'une manière continue le point (:ro,^^o) ^2i"s ce champ en évitant 
les points de 6 ; le rayon de ce cercle varie d'une manière continue, 
et, dès lors, dépasse toujours un minimum \ positif {V^ Partie, 
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p. 3o3). Appelons Ci la circonférence décrite de a comme centre 
avec \ pour rayon. 

Raisonnons maintenant par l'absurde. S'il existait une intégrale 
ne tendant vers aucune valeur déterminée, finie ou infinie, quand x 
tend vers a par la courbe L, il y aurait des points x^ intérieurs 
à Ci auxquels correspondraient des valeurs j>'o de Tintégrale inté- 
rieures au domaine (D (sinon, l'intégrale tendrait vers l'une des 
valeurs v), , . . . , r,„, oo, quand x tend versa). Or, une intégrale qui 
prendrait en un point quelconque Xq intérieur à Ci une valeur Vo 
intérieure à (D, serait holomorphe dans le cercle de centre x^^ et de 
rayon À, et, par suite, elle serait holomorphe en a, ce qui est 
contre l'hypothèse. 

20o. Après avoir établi cette distinction entre les singularités 
mobiles et les singularités fixes, reprenons l'étude des fonctions 
définies par un système différentiel. 

Les fondateurs du Calcul intégral avaient spécialement étudié 
les équations résolubles à l'aide de transcendantes élémentaires 
(comme les équations linéaires à coefficients constants, inté- 
grables par l'exponentielle), celles qui sont réductibles aux qua- 
dratures (comme les équations linéaires du premier ordre et celles 
de Bernoulli) (*); longtemps ensuite, le seul procédé d'intégration 
essayé consistait à s'efforcer de ramener les équations différen- 
tielles à des combinaisons d'équations linéaires, de quadratures, 
d'équations du premier ordre. 

Aujourd'hui, les fonctions analytiques uniformes et même les 
fonctions multiformes à un nombre fini de branches ont des 
modes de représentation assez connus, pour que l'on puisse 
regarder comme intégrées, au sens large du mot, celles dont la 



( ') Les méthodes d'intégration employées pour cliacun de ces types d'équations 
semblaient différentes : Lie a découvert un lien entre elles, en montrant que 
toutes les équations ainsi intégrées restent invariables par les transforma- 
tions d'un groupe continu. 

Il a été ainsi conduit à poser le problème de l'intégration d'un système diffé- 
rentiel admettant un groupe connu. On essaie de le résoudre, non pas en cher- 
chant à exprimer les intégrales du s3Stéme par des fonctions connues, mais en 
faisant l'étude analytique des fonctions qu'il définit. De là un autre moyen de 
tirer parti de la théorie des fonctions analytiques pour le problème de l'inté- 
gration. 

F. - II. 3 
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solulion générale est une fonclion de l'un de ces types. Dès 
lors, rechercher les équations différentielles à intégrale uniforme, 
c'était tenter une méthode nouvelle d^ intégration et tirer parti, 
au point de vue de leur résolution, des brillants résultats obtenus 
dans la Théorie des fonctions. En procédant ainsi, on marchait 
dans la voie ouverte par Abel et Jacobi qui, en résolvant le pro- 
blème de l'inversion, c'est-à-dire en intégrant au moyen des fonc- 
tions elliptiques l'équation 

jetaient les bases de l'étude des fonctions uniformes définies par 
des relations différentielles. 

Pour discerner les équations dont les intégrales sont uniformes, 
il fallait chercher celles dont les intégrales n'ont de points cri- 
tiques ni mobiles, ni fixes (ces deux parties du problème devaient 
être séparées, car on les traitait par des méthodes tontes diffé- 
rentes). Pouvait-on reconnaître sur Téquation elle-même, c'est- 
à-dire autrement que par l^ intégration, l'absence de points 
critiques mobiles, et ainsi trouver dans la Théorie des fonctions, 
non .seulement au point de vue spéculatif, mais en pratique, la 
méthode nouvelle dont nous parlons pour l'intégration des équa- 
tions différentielles ('). 

Fuchs, MM. Poincaré et Painlevé résolurent le problème pour 
les équations du premier ordre, du type F(x, j^,^') = o, où F 
est algébrique en y ety', et analytique en x, Fuchs détermina à 
quelles conditions leurs intégrales n'ont pas de points critiques 
algébriques mobiles (^), et dès lors, grâce au théorème de 
M. Painlevé relatif à la non existence de singularités essentielles 
mobiles dans les équations du premier ordre, on obtenait les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que leurs points cri- 
tiques soient fixes. Cette classe d'équations est très limitée, car 



(*) Ni les résultats obtenus par M. Picard dans ses remarquables recherclics, 
ni môme ses prévisions n^étaient encourageants (cf. A, M., t. XVII, p. 3oo). 

Voici quelques Notes ou Mémoires où il s'est occupé des équations du second 
ordre à intégrale générale uniforme ou à points critiques fixes : B. /)., 1880; 
J. M., 1S89; -l- ^'''•* ^' XVII et XVIII; American Journal, 1894 ; C. /?., 1880, 
1886, 1887, i89!>, 1893, 1895. 

(-) Sifzungsb. der A. zu Berlin, i88'|, p, iny). 
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peu après M. Poincaré montrait que les équations à points cri- 
tiques fixes, et par suite, a fortiori, les équations à intégrale 
uniforme sont intégrables par des calculs algébriques ou des 
quadratures, ou bien se ramènent à une équation de Riccati ('). 
Ainsi, pour le premier ordre, la nouvelle méthode d'intégration 
ne conduit à l'intégration d'aucune équation nouvelle. 

Ce qui compli({uait la question pour les équations à! ordre 
supérieur, c'était l'existence de singularités essentielles mobiles : 
M. Painlevé a triomphé de cette difficulté (*). Parmi les équa- 
tions du second ordre de la forme y = R(jk', J^, ^), où R est 
rationnel en j/, algébrique en y^ analytique en x^ il a déterminé 
explicitement toutes celtes dont les points critiques sont fixes 
et celles dont l'intégrale générale est uniforme ('). Puis il a 
montré que celles dont l'intégrale générale est une fonction uni- 
forme essentiellement nouvelle se réduisent à trois types aux- 
quels il a donné des formes canoniques simples. Toutes les équa- 
tions de ces trois tvpes se ramènent elles-mêmes (en négligeant les 
cas où l'intégrale est une fonction connue) aux cinq équations (*) 

y^^z ^y^ -^ X, y" = iy^ -^ xy -^ a^ 

y= ^-hc'(i— ^«), y=Ll^e^{aiyi-h\)-'e^'y^ 



(') PoixcAUÈ, A. M., t. VII, p. i; i885. 

Comme le raisonnement de Fuchs, mais à un point de vue difTérent, la méthode 
de M. Poincaré prétait à des objections que M. Painlevé a signalées et résolues. 
{Leçons de Stockholm, p. 23-6o, 443-4^2, et Introd., p. 9.) 

On prouve d*abord que la seule équation du premier ordre et du premier 
degré sans points critiques algébriques mobiles est Téquation de Riccati ayant 
pour coefficients des fonctions uniformes de x. 

(2) B. S. Af., 1900, p. 201 ; A, M,, t. XXV, p. i. 

(3) Il a également mis sur la voie de la solution pour les équations d'ordre 
supérieur. 

(*) M. Painlevé a démontré V irréductibilité absolue de ces équations ( C 7?., 
1ÇJ02, a* semestre, p. 641, 757, 1020; 1903, i" semestre, p. 189) au sens donné à 
ce mot par M. Drach (^4. E. N., 1898; voir aussi Painlevé, B. 5. .1/., 1900, 
p. 243); en d'autres termes, elles appartiennent, au point de vue de l'intégration 
formelle (par opposition à Tintégration obtenue au moyen de la théorie des 
fonctions), à la classe la plus générale d'équations de la forme y" — R(a:,y), 
R étant rationnel en x et y. 

L'intégrale dos équations canoniques de M. Painlevé est même méromorphe. 
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Par là, M. Painlevé a donné le premier exemple connu d'équa- 
tions qui se trouvent intégrées à l'aide des principes de la 
Théorie des fonctions, sans qu'on sache les ramener à des com- 
binaisons d'équations linéaires et de quadratures. 

206. Nous avons rappelé que les transcendantes uniformes 
usuelles, sauf r(:r) et Ç(:z?), vérifient des équations différen- 
tielles algébriques du premier ordre simples : on sait leur rôle 
dans la Théorie des fonctions et dans l'intégration d'autres équa- 
tions différentielles dont l'intégrale n'est plus uniforme. Peut-on 
attendre les mêmes services des transcendantes uniformes engen- 
drées par les équations d'ordre supérieur dont nous venons de 
parler? 

« D'une part, . - . dans une étude systématique des équa- 
tions à points critiques fixes du premier, du deuxième, du troi- 
sième ordre, toutes ces transcendantes (fonctions exponentielle, 
elliptiques, abéliennes, fuchsiennes) se mettraient en évidence 
d'elles-mêmes, si Ton en ignorait l'existence. Il apparaît donc 
comme bien peu vraisemblable que le champ des transcendantes 
remarquables engendrées par les équations différentielles soit dès 
maintenant épuisé. Mais d'un autre côté, les transcendantes uni- 
formes qui jouissent (comme les fonctions elliptiques, fuch- 
siennes, elc.) de propriétés exactes très nombreuses doivent 
former une classe extrêment restreinte. C'est dans un autre ordre 
d'idées sans doute qu'on obtiendra des résultats généraux embras- 
sant toutes les transcendantes nouvelles : il faudra... approfondir 
leurs propriétés approchées » (*). 

Comme exemple, reprenons les cinq équations canoniques de 
M. Painlevé : leur intégrale, avons-nous dit, est méromorphe, et 
dés lors représentable par le quotient de deux fondions entières 
(n° 292). M. Painlevé a montré qu'on peut choisir ces fonctions 
entières de manière à les ramener à des fonctions entières qui 
satisfont à une équation très simple du troisième ordre. S'il n'y 
a pas lieu d'espérer que ces transcendantes jouissent de propriétés 



(') painlkvk, a. al, t. \\V, p. :«. 
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fonctionnelles aussi élégantes que la périodicité, leur étude a déjà 
conduit à d'intéressants résultats au point de vue du genre, de 
la distribution des zéros, de la croissance pour x = qo, etc. 

(n"283) (•). 

§ III. — Équations linéaires aux dérivées partielles. 

207. Les premiers théorèmes d'existence relatifs aux inté- 
grales des équations aux dérivées partielles sont encore dus à 
Cauchy (^) : il les a démontrés d'abord pour les systèmes linéaires 
du premier ordre où les équations sont en même nombre que les 
fonctions inconnues et sont toutes résolues par rapport aux déri- 
vées de ces fonctions relatives à une même variable; il a cherché 
ensuite à réduire à de pareils systèmes certains systèmes d'ordre 
quelconque. M"'" S. de Kowalev»ki , dans un Mémoire devenu 
classique, et M. Darboux ont pri'xisé et étendu ses résultats, et 
simplifié ses démonstrations, sans prouver encore l'existence d'un 
système d'intégrales dans les cas les plus généraux, car un sys- 
tème différentiel arbitraire n^est pas réductible à la forme cano-7 
nique de M'"*^ de Kowalevski ('). Enfin, M. Delassus a introduit 
une forme canonique plus générale à laquelle il a pu ramener, par 



(') En parlicuiier, d'intéressants théorèmes de M. Boutroux sur les fonctions 
entières, spécialement concernant leur mode de croissance, permettent de limiter 
supérieurement les modules des fonctions entières dont nous venons de parler, 
et plus généralement de les étudier dans le domaine du point infini au point de 
vue de la croissance, du genre, etc. (C /?., 1902, i»' semestre, p. 82, i53, ôig). 

(^) ^f' divers Mémoires sur l'emploi du Calcul des limites (C /?., 1S42, 
2« semestre, p. 41> 85, i4i ; i843, i" semestre, p. 572). Comme toujours, Cauchy 
établissait par cette méthode l'existence des intégrales et en donnait l'expression 
analytique. 

Briot et Bouquet (/. E. P., XXXVl" Cahier), Bouquet {B. /)., 1872, p. 260), 
Maycr (^Aî. A., t. V, p. !\\%) revinrent les premiers sur la question, et étudièrent 
les systèmes d'équations aux dérivées partielles complètement intégrablcs prove- 
oatit des équations aux différentielles totales. 

(^) Darboux, C. R.^ 1S7Ô, i*' semestre, p. loi et 317. — De Kowalevski, 
y. de Crellc, t. 80; 1875. Sa solution suppose que les équations données sont en 
même nombre que les fonctions, et que, «,, .;., />„ désignant respectivement les 
ordres des dérivées d'ordre le plus élevé des m fonctions inconnues y^, .... ^„,, 

les m équations renferment respectivement les dérivées -f-~y •••» "7~;r^* 

d'ordres //.,, ..., «„, relatives à une même variable x, et sont résolues par rap- 
port a ces dérivées. Or, il n'ol pas louj«»urs possible de trouver une Iraiisfor- 
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des changemenls de variables, un système différenliel quelconque 
à m variables : riulégration du système, sous sa forme canonique 
nouvelle, est toujours possible, et elle se ramène à l'intégration 
successive de m systèmes de M'"° de Kowalevski, contenant suc- 
cessivement 1 , 2, . . . , m — I , m variables ( * ). Ainsi, au point de 
vue de la Théorie des fonctions analytiques, les problèmes d^ exis- 
tence sont aujourd' hui complètement résolus dans le cas général. 
Un peu avant M. Delassus, M. Riquier était parvenu à un résultat 
analogue (^). 

Ici, nous nous contenterons des remarques élémentaires qui 
vont suivre. 

Le système le plus général d'équations aux dérivées partielles 



malion qui ramène un système diflereniiel général à celle forme canonique 
réduite, comme l'a montré M, Bourlet par un exemple simple {A, E. N., 1891, 
S., p. 4 et 48). 

Parmi les travaux où Ton s'efforça d'étudier les cas exceptionnels laissés de 
côté par M"" de Kowalevski, signalons ceux de M. Konig {M, A,, t. XXIII; le sys- 
tème dont il démontre l'existence renferme, comme cas particulier, ceux de 
Kowalevski, Bouquet, Mayer), de M. Poincaré {Thèse, 1879), de M. Kônîgsberger 
(y. de CrellCy t. 109, p. 261; t. 112, p. i8r ; M. A., t. XLII, p. 485 ), de M. SiaecWcl 
(y. de Crelle, t. 119, p. 339), de M. Boehm {M. A., t. LVI, p. 585). 

(*) Delassus» A, E, A'., 1896, p. l^i\. 

Une question préjudicielle importante devait être résolue. Considérons un sys- 
tème d'équations aux dérivées partielles défini d'une façon quelconque; c'est par 
exemple celui auquel on est conduit en résolvant des équations aux didércntielles 
totales et en écrivant que les différentes expressions d'une même dérivée sont 
égales. Ce système peut renfermer un nombre infini d'équations. Ne regardons pas 
comme distinctes celles qui peuvent se déduire par diffêrentiation d'un certain 
nombre d'entre elles : on doit se demander s'il existe des systèmes compatibles 
comprenant wi nombre illimité d'équations distinctes. M. Tresse a prouvé que 
les équations analytiquement distinctes qui définissent un système compatible 
sont forcément en nombre limité : il existe un ordre fini s tel que toutes les 
équations d'ordre supérieur à s comprises dans le système se déduisent par de 
simples différentiations des équations d'ordre égal ou inférieur à s. (Tiiessk, 
A. M,, t. XVUr, p. 8. — Delassus, A, £". /V., iSgG, p. 449.) 

(') C'était la conclusion d'une série de travaux entrepris par M. Méray {Nou- 
veau précis d'Analyse infinitésimale, p. \l\Z\ J, J/., 1880), par MM. Méray et 
Riquier {A. E. ;V., 1889 et 1890; quelques résultats sont peut-être inexacts), par 
M. Riquier {A. E. N., 1893 et Savants étrangers, t. XXXII; c'est là qu'est 
démontré le théorème général). Voir aussi : Riquieh, A. M. y t. XXIII et XXV; 
C. /f., 1903, I" semestre, p. 80. M. Riquier fait correspondre aux variables et aux 
inconnues des entiers qu'il appelle cotes premières y cotes secondes, etc., en déduit 
des systèmes orthonomes, cl y ramène un système quelconque; sa démonstration 
usscz conipliqucc ne semble pas nalurcllo. 
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d'ordre quelconque peut être remplacé par un système d^équations 
aux dérivées partielles du premier ordre : il suffit, comme dans la 
théorie des équations différentielles ordinaires, d'augmenter le 
nombre des fonctions en prenant comme inconnues auxiliaires les 
dérivées partielles considérées, sauf celles d'ordre le plus élevé, 
et d'introduire un nombre correspondant d'équations. 

De plus, à une équation du premier ordre, non linéaire, on 
peut substituer un système d'équations linéaires par rapport aux 
dérivées. En effet, soit, par exemple, l'équation 

^ / au au du âv dv dv \ 

Aux fonctions u et t' associons les inconnues auxiliaires Ut^ fio, 
M3j *'«> ^'2? ^'3 définies par les relations 

du du di> 

ôi = "" ^=" • ô^-"- 

Pour que la fonction F soit identiquement nulle, il faut et il 
suffit qu'elle s'annule pour une valeur Xq de x^ et que sa dérivée 
par rapport à x soit nulle, c'est-à-dire que l'on ait 

(/) F(^o, r»«; «^i^; "i»"4» •••» ^3) = « pour a; = Xo, 

dF dF dF dF dui dF du^ dF dv^ 

dx du dv dui dx OUt dx dv^ ^^ 

Cette dernière relation, associée à celles qui définissent 
i/i, ..., ^3, forme un système d'équations linéaires, qui peut 
remplacer l'équation donnée F = o, pourvu que Ton tienne 
compte de la condition (/). 

Ces remarques conduisent à discuter l'existence des solutions 
d'un système différentiel linéaire : nous prendrons le cas où le 
nombre des fonctions est égal à celui des équations, et où le sys- 
tème est résoluble par rapport aux dérivées partielles relatives à 
une même variable, x par exemple. 

On ne diminue pas la généralité en supposant ces équations 
homogènes par rapport aux dérivées, car si l'une d'elles avait la 

forme 

du . du .^ du ^ dv ,. dv ,, 
dx dy dz dy dz 
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1^'iilroduclion d'une fonction auxiliaire iv et de la relation — - = o, 

avec la condition initiale ((v)o = J", permettrait de la rendre homo- 

1 • !• , r. dw 

gène, en multipliant h par -r— • 

De même, on peut imaginer que les coefficients des dérivées 
partielles renferment seulement les fonctions inconnues, et non 
pas les variables indépendantes. En efTet, un des coefficients 
ci-dessus A(^^, r, :r, j', 3), rentrera dans le tjpe indiqué par 
l'introduction de fonctions nouvelles $, Tj, ÎJ et des équations (') 

-i = 1 ^ = o -l = o. 

dx ^ âx ^ Ox ' 

Ainsi, nous étudierons un système différentiel du premier 
ordre, linéaire et homogène, dont les coefficients ne renferment 
pas les variables indépendantes, et que nous supposerons résolu 
par rapport aux dérivées relatives à une même variable. Nous 
l'écrirons sous la forme 

v'-/ \ ik ik 

\ ( i = I , . . ., m ; X = I , ^. ., /) ; /?! fonctions ^/, p -h i variables x, x^ ) 

et nous supposerons que les m-p coefficients «/a, • • • -. liky qui 
dépendent seulement des m fonctions j^/, sont holomorphes dans 
un champ multiple formé de m cercles F ayant pour centres des 
points arbitraires donnés j'J, .,., y]^^, Aux m fondions incon- 
nues yi^ on associe m fonctions arbitraires des p variables indé- 
pendanles jti, . . . , Xp 

toutes holomorphes dans un champ multiple formé de p cercles C 
de centres x*, . . . , x^^^ et égales respeclivement à yj, . . . , j'"„ au 
point (^py, . . . , xV), (Nous supposerons désormais nulles les arbi- 
traires initiales ^î, y"-) 



(') On imposera aux intégrales de ces équations de prendre, pour ar = o, les 
valeurs Ç — o, t, - - )', î^-- c, ce qui est permis d'après le théorème même que 
nous allons démonlrcr; dès lors, vu la f(>rme des équations, les fonctions inlé- 
jjrales seront \ x, r, - >-, !^ - - c. 
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Dans ces condilions, voici l'énoncé du ihéorème fondamcnlal : 

208. ÏHÉonÈME. — Le système différentiel (E) admet un sys- 
tème de solutions y X , • . • j y m {dépendant des p -+- 1 variables x^ 
J7i , . . . , Xp) holomorplies au point (o, o, . . . , o) et se réduisant 
pour X ^o aux m fonctions © , , . . . , '^,„. 

Pour l'établir, servons-nous encore de la méthode des limites. 
S'il existe des fonctions desjo-j- i variables :r, :r,, . . . , a:^ régu- 
lières à l'origine et satisfaisant aux autres conditions de l'énoncé, 
on peut déduire des équations (E) leur expression sous forme de 
séries entières ordonnées suivant les puissances de la variable x. 
Les coefficients des puissances de x dans ces séries auront des 
valeurs déterminées, et, dès lors, le système de solutions sera 
unique. En effet, pour avoir les coefficients du développement de 
l'intégrale^'/, il suffit de connaître les valeurs à l'origine de toutes 
les dérivées du type 



dx^dx^' . . . dx*ij' 



(X, X,, ..., Xp=0, 1,9,, ...). 



Celles qui correspondent à )s = o s'obtiennent en dérivant cp, ; 
car les fonctions yi et ç>/ doivent coïncider quand x est nul, et, 
d'aulre part, étant donnée une fonction quelconque 'i(.r, x^^ ...,a'^), 

les dérivées ^ , — - et — ^ , — ont même valeur. Les autres 

L àxi Jj:=o àxi 

se déduisent des relations (E), soit directement (dans le cas 
où À = I , X, = . . . = X^= o), soit de proche en proche par déri- 
vation, en utilisant les valeurs de dérivées déjà calculées. Les 
développements obtenus seront de la forme 

( ^i ) Xi = «0* -t- «wa: 4- . . . -+- nniX'' -h . . . ( aoi = o,) 

en représentant para,,/ des fonctions connues des variables Xj, ..., 
Xp^ régulières à l'origine. Si ces séries j>7 convergent, le raison- 
nement déjà fait pour les équations différentielles ordinaires (p. ly) 
montre qu'elles sont solutions des équations (E). 

Pour établir leur cons^ergence, procédons encore />«/■ compa- 
raison. Supposons les m- p fonctions données a/A, ..., lik holo- 
morphes dans des cercles | j'/ 1 = p ; appelons N leur module 
maximum dans ces cercles (frontières comprises), et N' le module 
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maximum des fonctions ç/ dans les cercles C de rayon r et sur 
leurs circonférences (ces fonctions cp/ s^annulent aux centres de 
CCS cercles). 

Aux m fonctions diflercnles ç;/ substituons la fonction unique 

<j> = IM , 

/• 

holomorplie elle aussi dans les cercles C et nulle à Torigine, et 
introduisons la fonction 

F(7l» '"yym) = 



j_ y\^'"-^ym 



qui est majorante relativement aux fonctions a/A, ..., Uk (I'"'' Parlie, 
p. 298). Enfin considérons, à la place du système (E), le système 

^ ^ ôx dx " \,-^,,.-^\„,jUdxk' 

' 9 " 

S'il admet des solutions Y|, . . ., Y,„, régulières au point 

X = Xi=.,,= Xp=iO^ 

se réduisant pour x = o à la même fonction <ï>, el, dès lors déve- 
loppables en séries de la forme 

ces séries (fi/) seront majorantes vis-à-vis des séries (a/), d'après 
le mode de formation des coefficients (3,,/; car, pour obtenir les 
coefficients des séries p„/, on procède comme pour obtenir ceux 
des séries a,,/, mais en employant les séries qui figurent dans les 
équations (E'), par suite des séries majorantes relativement aux 
séries a/^, . . . , //^t, qui jouent le même rôle dans les équations (E). 
Donc, si les séries (P/) convergent, le champ de convergence des 
séries (a/) est au moins aussi étendu que celui des séries (|3/). 

Or, l'intégration directe du système (E- ) prouve l'existence de 
ces solutions régulières ([i/). En effet, deux intégrales quel- 
conques Y/, Yii sont identiques en vertu des équations (E') et de 
l'iiypolhèse sur les conditions initiales (leur difiercncc ne dépend 
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pas de x^ et elle doit être nulle pour :r = o, puisque alors chaque 
fonction doit se réduire à <I>). Dès lors, au lieu de s'occuper du 
système (E'), il suffit de considérer la seule équation 



dx m Y 



/ <^Y d\ \ 

\dxx '" àxp)' 



et de prouver qu'elle possède une intégrale liolomorphe au 
point x=z Xi = . , . = Xp= o, se réduisant à 4> quand x est nul. 
Posons :C| -4- . • . + x^= Ç et cherchons à satisfaire à cette équa- 
tion par une fonction Tj dépendant uniquement de Ç et de x, La 
fonction yj devra vérifier Téquation 











dx 


= 


P 


àr, 




et se 


réduii 


re pour .r 


= 


o a 
















4> 


1 


N' 


r 


r - 





Appelons 'fiQ celle valeur initiale, el |)Our abréger posons 

C = M- ^y^^mpNx, 
L'équation qui détermine t, devient 

dx d^ ô^ Ox ~ ^' 
Donc Ç est fonction de 'f[ (p. 1 1), et nous pouvons écrire 

(^i — ^p-^rnp^x=^{T,) 

(avec la condition x = o, r^ = 7,0). Du resle, pour déterminer la 
forme de la fonction t|^, on a Tégalilé 

Ainsi, la fonction vj est racine de l'équation du second degré 
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Celle équalion a une racine et une seule qui s^annule avec x 
cl Ç, et se réduit à <ï> pour ^ = o; c'est la seule que nous ayons à 
considérer. Elle est régulière au point ^ = Ç = o ; c'est donc aussi 
une fonction holomorphe de 07, x» , . . ., Xp^ dans le voisinage du 
point (0,0, . . ., o). Les séries (jii/) sont donc convergentes en ce 
poinl, et, a fortiori, les séries (a/) (*). 

Remarque. — L'énoncé du problème de l'intégration d'un 
système difTércntiel d'ordre quelconque est complété par des con- 
ditions initiales imposées aux. solutions et à leurs dérivées : les 
transformations qu'on a fait subir au début aux équations changent 



(') Avec .M. Picard {Analyse, t. II, p. 3i8), nous venons d'avoir recours pour 
celle dénionslralion aux procédés de Cauchy et aux propriétés des intégrales, 
tout en employant la fonction majorante de Weierstrass, plus simple que celle 
de Cauchy, pour établir que les séries (^i) sont majorantes relativement aux 
séries (a^). 

Y|me jg Kowalcvski, dans son Mémoire classique, ne fait appel qu'aux pro- 
priétés des séries et suit pas à pas la méthode de Weierstrass exposée plus haut 
dans le texte (p. 17). Montrons comment elle procède, en nous bornant au cas 
d'une seule équation 

/ X ày r)y . <)y , ày , 

Ox dXi ()x^ âx 

et, en supposant que ses coefficients a, b, ..., / sont des fonctions données des 
seules variables x^x^, ..., x y holomorphcs dans des cercles ayant Torigine pour 
centre, et (/•, H, ..., R ) comme rayons. Il faut établir l'exisLence d'une solution 
holomorphe au point (0,0, . . ., o), se réduisant pour x = o à une fonction holo- 
morphe donnée de x,, . . ., x (nous la supposerons nulle). 
Soient 

a — flu-r a.ar -h. ..-4- «..J?''-4-. . ., 



/ — l„-i- l^x +...-+-/„ x"» -f- ... , 



les développements suivant les puissances de x des coefficients donnés (les coef- 
ficients a-y ..., /. sont eux-mêmes des fonctions des variables x,, ..., x, holo- 
morphcs à rorij;ine). Pour avoir une série 

(^) j' = a,j7-f-...-+-a.,J:'' + ... (a„r=o), 

satisfaisant formellement à l'équation (e), il suffit J'en déterminer les coeffi- 
cients, fonctions holomorphcs de a;,, ..., x^ au moyen de ridcutité 

g,-^ 2a237-^■ ..= /o-T- /tJC+...4- y](ao4-at>p-f-...) {'^~! -I-... j. 

On en déduit d'abord la fonction a,, et ensuite, de proche en proche, les fonc- 
tions a^, a„ ... : on remurquerii, comme ci-dessus, que les coefficients dos 
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ces conditions en conditions nouvelles portant sur les intégrales 
cherchées et les fonctions auxiliaires introduites. Nous n'avons 
commencé à définir rigoureusement les conditions aux limites 
qu'en abordant l'intégration du système (E). 

Quand il s'agit d'une seule équation d'ordre m k p -\- i variables 
indépendantes, renfermant la dérivée d'ordre m de la fonction par 
rapport à une variable x et résolue par rapport à cette dérivée (*) 

( (an- a,-+-.. .-h a/,^m; a < m), 



variables ;r,, ..., ^,., dans chaque fonclion a,, s^expriment au moyen d'un 
nombre fini de coefficients appartenant aux fonctions a^y ..., l,^ ot aux fonc- 
tions a^._p a._2î •••? ^'ï additionnant ou en multipliant entre eux ces coef- 
ficients. 

Pour prouver la convergence de la série (a), introduisons la fonclion 

M 



^„^')(-') 



(M désignant le module maximum des termes des séries «, ..., / envisagées 
comme séries multiples) qui est majorante relativement à ces st'ries (V" Partie, 
p. 216) et considérons Tcquation 

, ,, f)Y M / â\ f)\ \ 

le') -— = |i+-i h. ..4--^ — )• 

Une intégrale de cette équation, holomorphc à l'origine et s'annulant avec x^ 

(?) Y = fl,x-+-...H-?„2:"-i-..., 

sera, d'après les calculs qui en fourniront les coefficients, majorante relativement 
à la série (a); tout revient donc à démontrer rexislenoe d'une série conver- 
gente (p). Pour y parvenir, cherchons une solution Tj dépendant seulement de x 
et de ^(Ç = a;|^-. . .-f- J? ), c'est-à-dire vérifiant Téquation 



Ox / l 



(-m-f) 



(-î)- 



Pour prouver que cette fonclion r, existe il n'y a qu'à écrire Péquation ci- 
dessus sous forme de déterminant fonctionnel et à raisonner comme dans le 
texte. 

(') Cf. De Kowalevski, Mémoire cité (/. de Crelte, t. 80, p. 12). 

Cette supposition est nécessaire. Si, à l'hypothèse a < //<, on ne joint pas 
rhypothèsc a H- aj — . . .-h a = m, on peut encore, comme dans le cas du texte, 
déduire de proche en proche, de rérjualion (i), les valeurs de y et de toutes ses 
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l'analyse préccdenle monlre qu'en général une intégrale esl déler- 
minée dans un certain domaine lorsqu'on donne, pour une valeur 
de x^ les valeurs de celle intégrale et de ses m — i premières 
dérivées par rapport à x; ces m valeurs étant comme ci-dessus des 
fonctions régulières de o^i, . . ., x^, (*). 

209. Revenons sur ce dernier problème pour en généraliser 
l'énoncé. Nous considérerons seulement le cas d'une équation du 
second ordre, que nous supposerons mise sous la forme 






dérivées par rapport à x^ en fonction de jr,, ...,^^, pour une valeur particu- 
lière x^ de x^ dès qu'on suppose connues au point x^ les valeurs de y et de 
ses m — I premières dérivées par rapport à x, en fonction de a?,, ..., aj . Par 
suite, on peut encore former une série procédant suivant les puissances de a; — x^^ 
qui satisfait /or/ne/femcnf à Péquation (r). Mais cette série a, en générait un 
rayon de convergence nul, 

M"** de Kowalevski prend comme exemple un cas particulier de Téquation à 
quatre variables étudiée par Fourier dans la théorie de la chaleur; c'est Téqua- 
tion bien connue 

d'-y __ dy 

~dF ~ dx' 

fPy 
Regardons-la comme résolue par rapport à — j^f* En vertu du théorème de 

Cauchy,elle admet une intégrale F(a;, <), holomorphe pour / = o, qui se réduit 
en ce point, ainsi que sa dérivée, à des fonctions holomorphes de x, fx{x) 
tl fi{x)^ arbitrairement choisies. 

dy 
Regardons-la comme résolue par rapport à -p* On peut encore former une 

série entière *l>(f, x) qui se réduit, pour a: = o, à une fonction arbitraire ç(/) 
holomorphe pour ^ = o et satisfait formellement à l'équation; mais cette série 
est toujours divergente quand o(0 est pris arbitrairement. 

M"* de Kowalevski a trouvé les conditions auxquelles devrait satisfaire la 
fonction ç>(0 pour que le développement * fût convergent (/. de Crclle, t. 80, 

p. 22). 

Si Ton n'exigeait pas que la solution <I>(f, x) fût analytique, on pourrait la 
déterminer de telle sorte qu'elle prit, pour j? = o, la valeur arbitraire ©(^). 

L'équation ci-dessus, intégrée par Fourier, Poisson, yVmpère (7. E. P., t. X, 
XVII" Cahier, p. 687) a été étudiée par Hiemann, Schlafli (/. de Crelle, t. 72), 
M. Boussinesq {Analyse, t. II), M. Bourlet (Thèse, A. E. N,, 1891), M. Appcll 
(7. 3/., 1892, p. 187), etc. 

(') C'est ce quo l'on veut exprimer quand on dit que rintégralr générale d'une 
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Le problème que nous venons de traiter peut s'énoncer de la 
manière suivante : 

Etant donnés un ensemble de nombres (^%.y^, p^j p%) 
dans le domaine desquels la fonction f est régulière y et 
deux fonctions cp, (.r^ , . . . , Xn_^ ), «o (-2^1 ? ... » Xn-\ ) régulières 
au point (^", ...,J""_^), on propose de trou\'er une inté- 
grale y(x^J ,,.,x„) de Inéquation j telle que cette intégrale 
et sa dérisrée première par rapport à x,i coïncident respec- 
tiK^ement asrec cp, et ©2 sur le plan Xn=x^n (*)• 

Au plan Xn = x\^ on peut substituer une surface ou variété 
quelconque Xn=^ ^(^i> ...» ^n^\) dont Téquation soit résolue par 



équatioD cl*ordre m k p-\-i variables indépendanles dépend de m fonctions arbi- 
traires de p variables. 

Autrefois, on se préoccupait beaucoup du nombre des fondions arbitraires 
qui entraient dans une intégrale générale : de là, rembarras que l'on éprouvait 
en face de certains paradoxes. Reprenons Téquation de Fourier (note précédente). 
Son intégrale est complètement déterminée, qu'on Tassujetisse aux conditions 
initiales /j (;r), /3(:r), ou bien à la condition initiale 9(/) (dans ce second cas, 
ou bien on ne suppose pas <l> analytique, ou bien on choisit convenablement 9). 
Ainsi, l'intégrale générale dépend d'une ou de deux fonctions arbitraires, suivant 
la manière de poser le problème. 

Quand les intégrales F et <!» sont analytiques, le paradoxe disparait, car l'en- 
semble de m fonctions holomorphes à p variables ne présente pas, au point de 
vue arithmétique, plus de généralité qu'une fonction holomorphe d'une seule 
variable : dans les deux cas, les coeffîcients forment un ensemble dénombrable 
(I'* Partie, p. i5). Quand l'intégrale * n'est pas analytique, les deux problèmes 
posés sont différents. 

Aussi, pour reconnaître si une intégrale est généraley il ne suffit pas de compter 
les fonctions arbitraires qui y figurent; il faut se reporter à la définition môme 
et au critérium déduit des théorèmes de Caucliy. Cf. Borel, C /?., 1895, 
i*' semestre, p. 677; Leçons sur la théorie des fonctions, p. 182. — Goursat, 
Équations aux dérivées partielles du second ordre, t. I, p. 3i. 

(*) Notons que les conditions initiales />*, y?"^^ sont définies par les relations 

(t=i, 2, ...,« — i); 



"HW 



de plus, toutes les dérivées premières autres que /?„ sont délerminccs sur la 
variété a:„=a7j[, puisque l'on a sur cette variété ^' = 9,(x,, ...,jr„_,) et que 
d'autre part, pour tout déplacement, dv — p^dx^-h. . --h p„ dx,^. 
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rapport à x„, et chercher une intégrale qui prenne sur cette 
variété, ainsi que sa dérivée par rapport à x„y des valeurs déter- 
minées (*). Ainsi, une multiplicité initiale étant définie en se 
donnant arbitrairement Xn^ y^ p,i en fonction de jti, . . ., Xn_ss 
le problème de Cauchj consiste à en déduire une multiplicité 
intégrale à n dimensions (-). 

Enfin, plus généralement, étant donnée une surface ou variété 
analytique ^{x^, ...,;r,;) = o, on peut chercher une intégrale 
qui prenne sur celte surface, ainsi que Tensemble de ses dérivées 
premières, des valeurs déterminées, ces valeurs initiales satisfaisant 
sur la surface 'i ^ o à la relation 

dy = Pi dxi-\- . , ,-\- pndxn. 

Tel est, sous diverses formes, le problème de rintégralion 
généralisé, au sens de Gauchj. 

Le problème ainsi posé est en connexion étroite avec la Théorie 
des caractéristiques. On entend par là des multiplicités singu- 
Hères, et spécialement des multiplicités d'éléments qui ne défi- 
nissent pas une intégrale au sens de Cauchy, contrairement à ce 
qui arrive en général pour les multiplicités d'un même nombre de 
dimensions. 

Précisons celle notion et, pour simplifier, considérons une équa- 
tion linéaire du /i'^'"« ordre à deux variables indépendantes 

J* y d" y ()" Y 

(,) a.^ H-a.-,,,,^ +...+ «„ — +...= o 

et une courbe C du plan des x^x-^^^ sur laquelle nous nous don- 
nons les valeurs de la fonction y et de ses dérivées, jusqu'à 
Tordre n — i. Le long de C, les n dérivées de y d'ordre n — i 



(*) En effet, sur celle variété, les aulres dérivées premières /?,, 
seraient également déterminées en vertu des relations 



/ dv \ <)x,. 



(/ ---- 1,3, ...,/i — l). 



(') On sait que, dans l'espace à n dimensions, on entend par surface, par 
ligne, par multiplicité ponctuelle ou variéié à k dimensions des ensembles de 
points dont les coordonnées satisfont respectivement à une seule relation, ù 
// — I relations, à w — k relations. 
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sont des fondions connues de Xi ; par suite, îl en est de même 
de leurs n dérivées 



dx^^'^âxl àx^^Oxl*^' dx, 

En tenant compte de l'équation (2), on a donc n + \ équations 
linéaires pour déterminer les valeurs, le long de G, des n -f- i dé- 
rivées d'ordre n Ae y : elles ont un système unique de solutions, 
tant que le déterminant des inconnues est différent de zéro. Sup- 
posons une courbe C telle que, en tous ses points, ce déterminant 
soit identiquement nul, c'est-i\-dire telle que Ton ait en tous ses 
points 

(3) aoX'*-aiX«-i-^...-h(— i)"a„=o ^X = ^^■- ) ; 

sur cette courbe, le problème de Cauchy est indéterminé ou 
impossible : une pareille courbe est dite caractéristique (*). 
Ainsi, soit Xi^x^^x^) une racine de l'équation algébrique (3) : 
les n familles de courbes caractéristiques s'obtiendront en intégrant 
les n équations 

dxi, ^ , \ / ' X 

^ = AU^l, Xi) (i= I, ...,/l). 

Celte notion de caractéristique conduit, dans le cas des équa- 
tions à n variables, à la considération de multiplicités singulières 
k n — 1 dimensions, jouissant de propriétés d'indéterminations 
analogues (^). 

§ IV. — Problèmes de Diriciilet ('). 

210. La définition d'intégrale générale étudiée dans les Para- 
graphes précédents supposait analytiques, au sens de la théorie 



(*) Voir, par exemple : Delassus, A. E. N., 1895, S., p. 57 (il suppose les élé- 
ments réels ). 

(^) L'extension de la notion de caractéristique aux équations d'ordre supérieur 
au second et à plus de deux variables indépendantes peut être fuite dans diverses 
directions suivant la propriété que Ton envisage : celle qui se rapporte au pro- 
blème de Caucliy géni*ralisé est due à Beudon ( C. Ji., 1897, *" semestre, p. 671 ; 
B. S. .!/., 1897, p. 108). 

Cf. aussi : Goursat, Équations aux dérivées partieUes, t. II, Chap. X, 1898. 
— VoLTEBRA, A. M., t. XVIII. — Le Roux, J. M., 1900. — Coulon, Thèse, 1902. 

C) Le Chapitre X complétera ce Paragraphe. 

F. - II. 4 
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des variables complexeSj les éléments des équations différentielles 
données et les solutions cherchées (*). Dès lors, si commode et 
si large que soit ce point de vue pour l'étude des problèmes 
d'existence, il faut l'abandonner un instant, soit pour considérer 
le cas où les données sont des fonctions de variables réelles, soit 
pour discuter, que les données soient analytiques ou non, ce qu'il 
y a d'arbitraire dans ces conditions aux limites qui complètent 
l'énoncé des questions d'intégration et examiner d'autres défini- 
tions intéressantes de l'intégrale générale (il y a une infinité de 
définitions possibles) (^). Les applications pourront servir de 
guide, indiquer en quels termes poser ces nouveaux problèmes 
d'existence et orienter vers leur solution. Précisons cette pensée 
sur un exemple fameux. 

D'innombrables questions d'Analyse, de Géométrie, de Méca- 
nique, de Physique conduisent à des équations aux dérivées par- 
tielles du second ordre, à deux variables indépendantes réelles, 

du type 

d^u , O^u â^u / au du\ 

Les plus simples sont les équations linéaires ou de Laplace 

d^u , d^u d*u .du du . _^ 

^ âx^ dx dy "^ dy^ àx cl>^ 

a, 6, . . .,/ désignant des fonctions continues de x et y. Leur 
étude se présente sous des formes différentes suivant que l'on 
considère les domaines où leurs caractéristiques, c'est-à-dire les 
familles de courbes définies par la relation 

a dy* — À b dx dy -{- c dx* = o, 
sont n'ellrs ou imap^inaires : dans le premier cas (t*-^ — ac > o). 



(•) Dans les notes nous nous sommes déjà affranchi quelquefois de ces res- 
Iriclions. 

(^) Voici conunenl Ampère définit l'intégrale cénéralc (/. E. P., XVII* Cahier, 
p. 55o) : « Pour qu'une intégrale soit générale, il faut qu'il n'en résulte, entre 
les variables que Ton ronsidère et leurs dérivées à l'infini, que les relations 
exprimées par Téqualion donnée et les équations qu'on en déduit en la dilTéren- 
tiant. » Une intégrale qui est générale, au sens de Gauchy, l'est aussi au sens 
d'Ampère; M. Goursat a montré sur divers exemples que la réciproque n'est pas 
vraie {Équations aux dérivées partielles du second ordre, t. II, p. 209). 



PROBLEMES DE DlftlCllLET. Jl 

les équaiions sont dites du type hyperbolique, elles sont du type 
elliptique dans le second (*); quand b'^ — ac est nul, on a le type 
parabolique. Ces trois types se réduisent respectivement, par 
une substitution réelle effectuée sur les variables x et y^ aux 
formes canoniques {^) 
, ^ d^u .du du j. 



(3) 



.du du ^ f ù'H £>* a \ 

lu -^d- he-r h/W = O [lu— -H ;;- ), 

âx ây -^ \ Ox- Oy- J 

à' u , du du 

dx^ dx dy 



d'U .du du j. 



(*) On retrouve ainsi, en se plaçant à un point de vue tout autre que celui de 
Cauchy, les courbes caracléristiques définies plus haut : de lA, entre deux genres 
de problèmes bien différents, apparicnant, Tun au domaine réel, l'uutre au 
domaine complexe, un lien que rien ne faisait prévoir. 

Cette classification des équations linéaires du second ordre à deux variables 
d'après la nature de leurs caractéristiques a été faite par Monge. Parmi les diffé- 
rences essentielles entre les équations des deux premiers types {voir n"» 217), 
signalons ici la suivante : toutes les solutions déterminées et continues des équa- 
tions du type elliptique à coefficients analytiques sont analytiques (variables 
réelles), tandis qu'en général, dans le cas du type hyperbolique, elles ne sont pas 
analytiques. (Picard, /. E. P., LX" Cahier, p. 91 ; 1890; C, /?., 1900, i" semestre, 
p. 1088 -, A. M., t. XXV, p. i3i. — Cf. aussi Paraf, A. T., 1893, H., p. 7a.) Par 
exemple, l'équation des cordes vibrantes (I" Partie, p. i5o), a pour inté- 
grale m = 9(j: — at)-\-^{^x -\- at)^ les fonctions o et <)^ étant arbitraires et 
n'étant assujetties qu'à avoir des dérivées premières et secondes; elle a donc des 
solutions continues non analytiques. 

M. Picard a étendu sa proposition aux équations linéaires aux dérivées par- 
tielles d'ordre quelconque n à deux variables, à coefficients analytiques : dans 
les régions où toutes les caractéristiques sont imaginaires, c'est-à-dire où l'équa- 
tion en \ (p. 49) a toutes ses racines imaginaires, toute intégrale déterminée et 
continue, ainsi que ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre n, est analytique (C. H.. 
1895, 1* semestre, p. 12). 

Pour les équations à plus de deux variables, prenons des cas particuliers. 
Soient les équations 

d'^u d^u d'U _ d^u d-u d-u _ 1 (>-// 

5^ "^ ôSr^ "^ i>-"^ ~ ''' dx^ ~^ ~ôy^^ ôz^ " â^ Ut"' 

et considérons leurs intégrales déterminées et continues ainsi que leurs dérivées 
des deux premiers ordres. Pour la première équation, ces intégrales sont analy- 
tiques; pour la seconde, elles ne le sont pas forcément. 

Rappelons qu'une fonction est analytique, régulière ou holomorphc en un point 
(variables réelles), par exemple à l'origine, lorsqu'elle est dévcloppablc en série 
multiple entière. Elle est analytique dans un domaine, lorsqu'elle est analytique 
en tout point intérieur. 

C) Un calcul facile montre que l'on est ramené, pour obtenir ces formes 
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Parmi les équations de Laplace du type elliptique, la plus 
célèbre (souvent même, on lui réserve exclusivement le nom 
à"^ équation de Laplace) est Téquation A!^= o : elle se rencontre 
dans toutes les branches de la science. Elle y intervient de telle 
sorte qu'on est ramené à en chercher une intégrale qui soit 
continue ainsi que ses dérivées partielles du premier et du 
second ordre dans un domaine fermé ne se recous^rant pas{*)^ 



canoniques, à mettre l'élément linéaire a dy^— ih dx dy + c dx\ suivant les cas, 
sous Tune des formes 

X dx dy^ \ ( dx'^ + dy"^ ) , X dx-^ 

X désignant une fonction de a; et y et, par suite, au problème des Cartes geo- 
i^raphiques. Sa solution n'exige donc que l'intégration d'une équation ordinaire 
du premier ordre (n» 324), qui coïncide ici avec celle des caractéristiques. 
Cf. par exemple Paraf, A. T., 1892, H., p. 48. 

Dans le cas parliculier des équations du type parabolique à coefficients con- 
stants, le type réduit le plus important est celui de l'équation -r— j- = — étudiée 

plus haut {cf. DU Bois-Reymoxd, /. de CreUe,l, 104). 

(*) De pareilles fonctions sont appelées fonctions potentielles ou fonctions 
harmoniques. 

Comme tant d'autres notions, celle de fonction harmonique a été élargie 
(par exemple, on fait souvent abstraction de la discontinuité des dérivées 
secondes, c/. n® 307) ou modifiée. Ainsi, M. Poincaré désigne par là les fonc- 
tions u de deux variables qui, étant continues dans un domaine fermé CD ainsi 
(|ue leurs dérivées des deux premiers ordres, satisfont à l'équation Au -h /ra = o 
et sont nulles sur la frontière G de OO. 

En ce sens, la seule fonction harmonique correspondant à des valeurs néga- 
tives du paramètre A* est celle qui est nulle dans tout le domaine (Jt). Relative- 
ment à tout contour (], il existe une fonction harmonique non nulle dans c£), 
pour une infinité discontinue de valeurs positives (ou complexes) de k: chacune 
d'elles est dite la caractéristique de la fonction harmonique qu'elle engendre. 

Voici pour quelle raison M. Poincaré appelle harmoniques ces fonctions. «Les 
divers sons simples que peut émettre une membrane sont caractérisés par des 
«'({nations de la forme Au -h Au = 0, la fonction étant assujettie à s'annuler à la 
frontière. On sait que ces sons ont reçu le nom d'harmoniques. » Aux nombres 
caractéristiques A' correspondent les divers sons que peut rendre la membrane. 
« M. Schwarz a démontré l'existence du son fondamental; M. Picard celle de la 
première harmonique; je démontre celle des harmoniques supérieures. » (Poin- 
oARÊ, C. H., 1894, I" seincslre, p. l'i".) Ces résultats s'étendent à l'espace. Cf. 
SciiWARZ, Œuvres, t. I, p. *.'\\. — Picard, C. /?., 1893, 2* semestre, p. 5o2. — 
Poincaré, Bendiconti di /'alermo, 1S91, p. 88. — Zauemra, A. E. N., 1899, 
p. 4I9; J' ^i-i 1900, p. '\'\ A. T., 1901, p. I. — KoRN, Abhandlungen zur Po- 
tentialtheorie, n"' 4 et 5, 1902. — Duhkm, Leçons sur l* Hydrodynamique, etc., 
t. II, p. i5>. — Voir aussi n° 313. 

Les fonctions harmoniques ainsi entendues ont une grande analogie avec celles 
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et prenne sur sa frontière des valeurs données. Voîci donc un 
problème d'exislence que Ton devra traiter : c'est \q problème de 
Dirichlet (*). 

Sa solution rentre d'autant mieux dans notre cadre que l:i 
Théorie des fonctions analytiques de variables complexes conduit 
précisément aussi à la recherche de pareilles fonctions. En effet, 
une fonction analytique uniforme f{z)'=zu{x^y)-^iv{x^y). 



que M. Koro a appelées fonctions iinwerseUes {C. /?., 1908, !•' semestre, p. 3o 
Cl .48;. 

Dans le texte, nous laissons au mot harmonique son sens élémentaire. 

Le problème de l'existence d'une fonction qui satisfasse dans (0 à l'équa- 
tion lu -h Au = o et dont la dérivée normale s'annule sur C n'a aussi de solution 
relativement à chaque frontière C que pour une suite discontinue de valeurs de A. 
Au moins, par un raisonnement soumis aux mêmes objections que celui employé 
par Hiemann pour établir le principe de Dirichlet, M. Poincaré a-t-il rendu ce 
théorème très vraisemblable {American Journal, 1890, p. 237. — Cf. aussi 
DuuKM, Leçons sur l'Hydrodynamiquef etc., t. I, p. 272 et 288). 

(*) On le retrouve dans la théorie de l'attraction (attraction newtonicnne. 
attractions électriques et magnétiques), de la chaleur (propagation de la chaleur 
dans les milieux homogènes et isotropes, c'est-à-dire jouissant des mêmes pro- 
priétés dans toutes les directions), etc. Cf. Poincark, American Journal, 1890, 
p. 211. 

Comme problèmes d'existence analogues ou plus généraux, citons : 

1* Le problème de V Hydrodynamique ou de Neumann : il consiste à recher- 
cher une fonction u harmonique dans un domaine (0 et dont la dérivée normale 
(vers l'intérieur ou l'extérieur du domaine, suivant qu'il s'agit du problème inté- 
rieur ou du problème extérieur) prenne sur sa frontière C des valeurs données ç. 

On peut établir directement, par la méthode de Neumann, que le problème 

intérieur plan est possible lorsque l'intégrale / 9 dSj étendue à la frontière 

de (£), est nulle : c'est ce qu'a fait Robin (voir infra). On peut aussi passer de 
ce problème à celui de Dirichlet, et inversement, au moins quand le problème 
de Dirichlet a été résolu par la méthode de Neumann (sinon, il faudrait distin- 
guer entre le plan et l'espace). Pour le problème extérieur, il n'y a pas do 
condition de possibilité. 

(Prenons le cas de l'espace. Pour que le problème intérieur soit possible il faut 

et il suffit que l'intégrale / tp ds, étendue à la frontière de CD, soit nulle. Le 

problème extérieur est toujours possible, pourvu que la fonction u s'annule à 
l'infini.) C/. Zaremba, /. Af., 1902, p. io3. — Steklofp, A. T., 1900, p. 240. 

2* Le problème électrostatique ou de la distribution de l'électricité sur des 
corps bons conducteurs soustraits A toute influence extérieure. 

Sa solution se ramène à celle d'un cas particulier du problème de Dirichlet 
{voir DuuEM, Leçons sur l'Électricité, t. I, p. \o\\ i8y»)» pourvu que l'on ait 
prouvé, en résolvant ce dernier problème, que la fonction obtenue a des dérivées 
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régulière dans un domaine fermé CD à connexion simple, est dé- 
terminée parla suite continue de valeurs qu'elle prend sur la fron- 
tière G de (D (I""* Partie, p. 280). Ces valeurs ne peuvent être 
choisies arbitrairement, puisque les valeurs de la fonction u 
déterminent à une constante addilive près celles de v {V^ Partie, 
p. 5i). On peut donc disposer au plus des valeurs de u : peut-on 
les prendre sur G d'une façon arbitraire; en d'autres termes, 
existe-t-il une fonction harmonique dans le domaine (D et 
prenant sur G une suite continue de valeurs données? 

Les considérations physiques qui amènent à poser ce problème 
font pressentir sa possibilité : même remarque pour les problèmes 
similaires. Par exemple, l'expérience ne permet guère de douter 
que l'équilibre électrique ne soit réalisable; donc Téquation qui 



normales sur G. M. LiapounofT a montré que cette fonction possède dans des cas 
très généraux ces dérivées normales, lorsque la méthode de Neumann est appli- 
cable à CÔ (/. Af,f 1898, p. 241). Ainsi le problème électrostatique est lui aussi 
possible. Cf. Stekloff, A. T., 1900, p. 220. 

3* La recherche d'une fonction qui satisfasse dans (© à une équation de la 
forme Aa -f- A' a -{- tj; = o et qui vérifie, sur sa frontière, l'une des conditions aux 
limites 

du , du 

A' et h sont des constantes données, o et ^ sont des fonctions données de a: et ^ 
(quand ^ est nul, le premier de ces problèmes est celui des membranes vibrantes 
dont nous venons de parler). Mêmes problèmes dans l'espace. 

Il est assez facile de passer de l'un de ces trois problèmes aux deux autres 
(Zaremba, /. AI., i(jo2. — PoiNCARÉ, B. />., 1902, p. 3'|7 ). 

C'est en substituant l'équation ^u-hlcu = o à l'équation Aa = o que M. Za- 
remba a pu étendre à l'équation Aw i= o la méthode de Neumann dans le cas d'un 
domaine à connexion multiple de frontière quelconque (voir une des notes sui- 
vantes). 

Parfois on désigne sous les noms de premier, deuxième, troisième problème 
de Dirichlct les problèmes qui consistent à chercher une fonction harmonique 

dans 00 (au sens élémentaire du mot) et telle que ou bien m, ou bien -r-i ou 

bien -z h hu {h étant un nombre iicj-atif) prenne sur C des valeurs données. 

Les problèmes de Dirichlct généralisés sont les problèmes analogues relatifs aux 
équations de Laplace généralisées. Enfin, on est souvent conduit, en Physique 
mathémati(|ue, à des problèmes mixtes, c'csi-à-dire tels que les valeurs de u 
soient données sur une partie de C, et celles de sa dérivée normale sur l'autre 
partie. (Sur ces équations, cf. Hadamard, Leçons sur la Théorie des ondes et 
les équations de V Hydrodynamique, 1904.) 
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exprime cet équilibre admet une solution. Celle équation n'est 
autre que Téquation Au = o, intégrée avec des conditions aux 
limites qui sont un cas particulier de celles de Dirichlet; donc, 
dans ce cas particulier, on a une preuve physique de la pos- 
sibilité du problème de Dirichlet. Le cas général s'y ramène 
(p. 53, note). 

Qu'un pareil raisonnement suffise dans une science qui, comme 
la Physique, part d'expériences toujours approximatives, puis les 
traduit en langage analytique par des équations, au moyen de 
considérations qui ne sont jamais d'une rigueur parfaite, on peut 
l'admettre. Évidemment ici nous ne saurions nous en contenler : 
de plus, une telle solution ne se prête pas au calcul. Etudions 
donc analytique nient les problèmes de Dirichlet. 

Posés antérieurement à Dirichlet sous une forme à peu près 
équivalente par Green (*)(i828), par Gauss (^) (iSSq), et par 
Sir W. Thomson (1847), ''^ ^^^ ^^^ précisés par [\iemann ('). 
Si la méthode suivie par ce géomètre fait intervenir un mode de 
raisonnement peu rigoureux, c'est à lui néanmoins que revient 
la gloire d'avoir été l'initiateur et d'avoir montré la fécondité de 



(^) Essay on the application of mathematical Analysis, 1828. — Voir infra, 
n» 315. 

(2) Œuvres, t. V, p. 2/43. 

(^) Cf. RiEMANN, Dissertation inaugurale, i85i {Œuvres, trad. p. 36) et 
J. de Crelle, t. 54, p. m. 

En dehors de ses leçons orales, Dirichlet n'a rien publié sur les problèmes 
proprement dits; mais, avec Gauss, il s'est servi du mode de raisonnement em- 
ployé plus tard par Riemann, pour obtenir d'importants théorèmes dans la théorie 
du potentiel. C'est à ce procédé de raisonnement lui-même que Riemann, en 
rhonncur de son maître, a donné le nom de principe de Dirichlet. Le principe 
ainsi entendu n'est rigoureux que si l'on admet un postulatum d'après lequel 
les problèmes ont toujours une solution (n** 216). 

Parfois aussi, sous le nom de principe de Dirichlet, on entend le postulatum 
ou le théorème affirmant l'existence d'une solution. 

Un peu avant Riemann, Thomson (/. M., 18^7, p. \çfi) avait fait usage du 
raisonnement en question (relatif à l'existence du minimum d'une intégrale, 
voir infra n* 216) à peu près sous la forme même employée par Riemann, et 
ainsi avait résolu le second problème de Dirichlet. De là le nom de principe 
de Thomson que les géomètres anglais donnent parfois au principe de Dirichlet. 

La critique que nous ferons plus loin du principe de Dirichlet s'applique à 
tous les raisonnements analogues, par exemple à celui que Ton avait fait pour 
établir directement (par des considérations de minima) la possibilité de l'équi- 
libre électrostatique. 
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la queslion (*). Aujourd'hui, on en possède plusieurs solutions à 
Tabri de toule objection, qui non seulement sont valables quand 
la frontière des domaines considérés est formée de courbes analy- 
tiques, mais que Ton vient d'étendre à des domaines quelconques, 
quel que soit leur ordre de connexion et la nature de leur 
frontière, 

211. Nous nous bornerons ici aux procédés qui permettent 
de résoudre le problème de Diriclilet pour des domaines quel- 
conques, ou du moins dans des cas très généraux; aussi nous 
n'insisterons pas sur les résultats obtenus par Lamé, Jacobi et 
SirW. Thomson. Lamé et Jacobi ont montré le rôle que le chan- 
gement de variables, spécialement le passage des coordonnées 
cartésiennes rectangulaires à des coordonnées curvilignes ortho- 
gonales, peut jouer dans l'intégration de l'équation Aw = o; 
dans des cas particuliers, cette transformation rend l'intégration 
facile (^). Sir W. Thomson a tiré parti de la transformation 
par rayons vecteurs réciproques : grâce à elle, lorsqu'on sait 
résoudre le problème de Dirichlct pour un domaine (dans le plan 
ou dans l'espace), on sait le résoudre pour tous les domaines que 
l'on en déduit par inversion ('). 

Quant aux procédés généraux, nous les rangerons, par ordre de 
date, sous les titres suivants : 

Méthode du passage à la limite par procédé alterné; elle 
est due à M. Schwarz ( *). 



(') Hiemann faisait hardiment reposer sur ce principe son théorème de la 
reprcsentalion d'un domaine simplement connexe sur un cercle (plus générale- 
ment de la représentation d'un domaine appartenant à une surface de Hiemann 
sur un polygone, proposition qui joue un rôle si important dans les travaux de 
MM. Poincaré et Klein), son théorème de l'existence d'une classe de courbes algé- 
briques correspondant à une surface de Hiemann à m feuillets donnée a priori, 
et sa grandiose Théorie des intégrales abéliennes. 

(2) Lamé, /. M., 1887, p. 147; Leçons sur les coordonnées curvilignes, iSSg. 
— Jacobi, /. de Crelle, t. 36, p. 11 3. — Voir aussi, sur cette queslion et les 
suivantes, Du hem, Leçons sur VÉlectricitéf t. I, 1891. 

(*) Thomson, /. M., i845 et 18^7; voir spécialement 1847, P* 276. Nous allons 
y revenir à propos du problème extérieur. 

(*) En voici l-î principe : supposons que l'on sache résoudre le problème de 
Dirichlet pour deux contours convexes se coupant en deux points; on peut le 
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Méthode de la moyenne arithmétique ou de C. Neumann qui 
donne la solution chercliée sous la forme d\in potentiel de double 
couche (*). 



résoudre pour le contour non convexe formé par rcnsemble des deux premiers 
(dans chaque contour, on supprime ce qui est intérieur à Tautre). Ainsi, de la 
solution du problème de Dirichlet pour deux domaines, on passe à sa solution 
pour une infinité de domaines résultant de la combinaison de domaines successifs 
(ScHWARZ, Œuvres, t. II, p. i33, 157, 3o3). 

La première solution rigoureuse du problème de Dirichlet est celle que 
M. Schwarz a déduite de la représentation conforme (1870). ChristofTel {Annali 
di M., 1867 et 1870) et M. Schwarz {Œuvres, t. II, p. 65, 80, 108, 211; N, A., 
1897, P* ^^") «avaient obtenu la représentation conforme sur la surface d'un cercle 
d'aires limitée? par des polygones ou des arcs de cercle {voir aussi Schlaffli, 
J. de Cretle, t. 78), et par suite avaient résolu le problème de Dirichlet pour 
ces polygones ( n" 309 ei 328). M. Schwarz prouva qu'en inscrivant dans une 
courbe convexe C des polygones dont les côtés tendent vers zéro, des méthodes 
de convergence déterminée donnent la représentation sur un cercle de l'aire 
limitée par C (ChristofTel avait aussi étendu, par voie de limite, ses théorèmes 
de représentation à des domaines limités par des courbes de courbure continue, 
même quand cette continuité cesse en certains points; Gôttinger A'., 1870, 
p. q83). 

M. Schwarz montra ensuite que la région avoisinant un segment assez petit 
d'arc régulier de courbe analytique peut être représentée sur un plan d'une ma- 
nière conforme, de telle sorte qu'à cet arc corresponde un segment de droite. Le 
procédé alterné \\xï permettait alors d'étendre sa solution aux domaines convexes 
ou non, limités par des arcs réguliers de courbes analytiques, quel que fût leur 
ordre de connexion. 

Pour le plan, c/. Picard, Analyse, t. II, p. 77 et 288. — J. Riemann, A, E. N., 
1888. — KouN, Lehrbuch der Potentialtlieorie. — Pour l'extension du procédé 
alterné à l'espace, cf. Zaremba, A. E. N., 1897. ■" Korn, Abhandlungen zur 
Potentialtheorie, n" 1 ; 1902. 

(*) Berichte der Sàchsischen G. d. W., 1870; et surtout Untersuchungen 
ûber das L. und N. Potential^ ^^11 \ Abhand. der Sàchsischen G. d. W., 1887. 
Voir aussi M. A., t. XI et MIL 

M. C. Neumann ne prouve la convergence des séries neumanniennes que dans 
le cas des domaines qui sont convexes, ou mieux ne sont jamais concaves [en ce 
cas, sa méthode a été simplifiée par Kirchhoff (.4. M., t. XIV, p. 179)]; mais il a 
indiqué une méthode combinatoire, qui correspond ^m procédé alterné, et permet 
de passer à des domaines quelconques en les divisant en domaines conv<»xes. 

La méthode de Neumann a été modifiée par M. Poincarë, qui l'a étendue (le 
principe de Dirichlet supposé démontré) à tous les domaines simplement con- 
nexes, convexes ou non {A, M., t. XX, p. 59 : ce qui empêche la preuve de 
M. Poincaré de s'appliquer aux domaines d'un ordre quelconque de connexion, 
c'est qu'il fait usage d'une transformation non valable pour ces domaines); par 
M. Hilbert (Noblk, Gôttinger N., 1896, p. 191; E.-R. Neumann, M. A., t. LV, 
p. 4); par M. Stekloff qui l'étend, indépendamment cette fois du principe de 
Dirichlet et en s'affranchissant partiellement de la transformation de M. Poin- 
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Méthode du balayage, due à M. Poincaré (*). 
Méthode de Dirichlet-Hilbert, 

Dans les méthodes de MM. Schwarz et Ncumann, on forme une 
suite de fondions harmoniques telles que leurs valeurs sur la 
frontière G du domaine (D considéré tendent vers les valeurs don- 
nées. Inversement, dans la méthode du balayage, on détermine 
une suite de fonctions ii prenant sur G les valeurs données, et 
telles que la suite des valeurs de A^^ dans (D tende vers zéro. 

Les métiiodes de MM. Schwarz et Poincaré sont plutôt en elles- 
mêmes des démonstrations de la possibilité du problème de 
Dirichlet : celle de la moyenne arithmétique se prête d'une 
manière simple au calcul effectif de la solution; elle en donne 



caré, à tous les domaines fermés dans des cas 1res généraux {A. T., 1900, p. 354) r 
par M. Korn, qui emploie une combinaison des procédés de MM. Neumann, 
Schwarz, Poincaré {Lehrbuch der Potentialtheorie, 1899 ^' 1900 )• 

Enfin, M. Zaremba, en s'afTranchissant de la transformation de M. Poincaré 
(/. M., 1902, p. 59) et M. Korn [Abhandlungen zur Potentialtheorie, 1902; 
C R., 1902, 2» semestre, p. aSi ; voir aussi p. 94) ont fait disparaître les dernières 
restrictions : leur solution, applicable à tous les domaines à connexion simple ou 
mulliple, dont les frontières ont une courbure continue, apparaît comme défi- 
nitive au point de vue de la généralité. M. C.-ll. Neumann vient aussi d'étendre 
la méthode de Neumann aux domaines à connexion multiple dans des cas très 
généraux {M. A., t. LVI, p. 49). 

Sur les fonctions fondamentales que M. Poincaré a introduites, cf. Zarehba, 
A. E. N., 1903, p. I. 

A la méthode de Neumann se rattache celle de Robin (C /?., 1887, i" semestre, 
p. 1834. Cf. les auteurs précédents, et Liapounoff, /. Af., 189**, p. 241; Le Roy, 
A, E. N., 1898). Robin substitue des potentiels de simple couche ou potentiels 

de couches attirantes minces étalées sur un contour / p log-rfj aux potentiels 

de double couche J p — — ds employés par Neumann (p est une fonction 

de Tclément d'intégration appelée densité ou épaisseur )f et est conduit à inté- 
grer l'équation lu = o en prenant d'abord la condition aux limites -7- = ^, 

L'expression de potentiel de double couche est justifiée parce qu'on la regarde 
comme le potentiel dû à deux couches attirantes infiniment rapprochées l'une de 
l'autre, cl telles qu'en deux points correspondants de ces couches les densités 
soient ét^ales et de signes contraires, et d'ailleurs très grandes. 

(') PorxoAUK, American Journal, 1890. — MM. Paraf {A. T., 1892) et Le 
Roy {A. E. y., 1S97, p. ^oi ; 1898) ont étendu et précisé cette méthode. Cf, aussi 
Poincaré, Potentiel newtonien. — Picard, Analyse, t. IL 
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rexpression analytique sous forme de séries diles séries de Neu- 
mann (*). 

Ici, nous exposerons en détail la méthode de Neumann, et nous 
donnerons le principe de ceJle de Dirichlet-Hilbert. 

212. On distingue le problème intérieur et le problème exté- 
rieur . 

Problème intérieur. — Un domaine borné CD à connexion 
simple ou multiple a une frontière G dont les points sont 
définis par les valeurs dUin paramètre t {^)\ une fonction 
de deux variables réelles prend sur cette frontière une suite 



{}) Quant aux théorèmes d'existence relatifs aux équations de Laplace géné- 
ralisées (spécialement aux équations Aw + Arw = o, Aw — Â--c''= o) et à la déter- 
mination de leurs intégrales par des conditions aux limites de l'un des types 
ci-dessus, on a tenté d'y parvenir par les approximations successives, le balayage, 
le procédé alterné, l'extension de proche en proche d'un champ d'intégration 
d'abord très petil. Cf. Sohwarz, Œuvres, t. I, p. 241. — Picard,/. E. P., 1890; 
y. M., 1890, 189.3, 1896, 1898, 1900; A. M., t. XII cl XXV. — PoiNCAiiÊ, Rendi- 
conti di Palermo, 189^ ; /. M., 1898. — Parak, A, T., 1892. — Le Roy, A. E. A'., 
1897. — Zaremba, /. M. y 1S97; >1. E. N., 1899. — LiNDp:BEua, A, E. N., 1901. — 
Stekloff, a. e. iV., 1902. 

Soit, par exemple, l'équation (3) (p. 5i) : M. Picard a établi l'existence 
d'une solution prenant sur un contour suffisamment petit régulièrement analy- 
tique, une suite continue de valeurs données. Sa démonstration suppose seule- 
ment, ou bien que les coefficienls dy e, / sont analytiques (y. E. P., 1890; 
A, M. y t. XXV), ou bien que ces coefficienls ont des dérivées premières continues 
et que la fonction donnée sur le contour a des dérivées des trois premiers ordres 
(/. M., 1890 et 1900; C. H,, 1900, I" semestre, p. Y^-j). Il a fait ensuite l'extension 
de ses solulions par une sorte de méthode de prolongement analylique imitée du 
procédé alterné ( /. M., 1896, 1898; A. M., l. X\V, p. i36). Son analyse s'élend 
à l'espace à trois dimensions. 

La méthode des approximations successives a encore permis à M. Picard de 
former l'intégrale de Téquation (2) (p. 5i) qui se réduit pour x -- x^ k une fonc- 
tion donnée de y^ et pour y ^=. y^ à une fonction donnée de o:; ou bien encore 
celle qui se réduit pour y = o cl y — x rcspeclivement à deux fonctions don-^ 
nées de a? ( Darijoux, Surfaces, t. IV, Note I). Dans le cas où les fonctions rf, c, / 
sont analytiques (variables complexes) on prouve facilement Texistence de ces 
intégrales par la méthode des limites; mais un raisonnement direct est néces- 
saire, puisque l'équation n'est pas sous une forme où le théorème de M*" de 
Kowalevski (p. 4» ^^ 4^) '^^^ applicable. 

(') Pour abréger, nous désignerons chaque point de C par la lettre t elle-même. 
Ixïs notations ?(^), ©, (f{afb) serviront à représenter les valeurs d'une fonction 
respectivement en un point particulier t de C, sur le contour C, en un point (a, b) 
intérieur ou extérieur à C. 
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uniforme et continue de valeurs ^(t) choisies arbitraire- 
ment (*); un point variable A intérieur au domaine a pour 
coordonnées a et b. 

On demande de former une fonction u(a^ 6), uniforme et 
continue dans (0 ainsi que ses dérivées partielles des deux 
premiers ordres, vérifiant Inéquation de Laplace, et prenant 
sur C les valeurs tp [0/2 veut dire par là que la fonction u{a, b) 
doit tendre vers la valeur <p(^), lorsque le point A tend vers le 
point t par un chemin quelconque intérieur à OD]. 

Problème extérieur . — Soit tO<. la région extérieure à 
n courbes fermées Ce extérieures les unes aux autres, et dès 
lors s'élendant à l^infini dans tous les sens. On demande de 
former une fonction harmonique dans cô^, et prenant sur sa 
frontière C<. des t^a leurs continues données (^). 

Toute Iransfonnalion (x, y,li(x, y)^Y(x^ y)), qui permet de 
représenter deux domaines l'un sur Fautre d'une manière biuni- 
voque et conforme, remplace une fonction u{Xyy) harmonique 
dans le premier domaine par une fonction tt\{x^y) harmonique 



(^) Dans une noie précédenic, nous disions qu'on csl parvenu à étendre la 
solution du problème de Diriclilet à tous les domaines, quels que soient leur ordre 
de connexion et la nature de leur frontière. Peut-on à un autre point de vue en 
généraliser l'énoncé, et ne plus exiger que la suite «(<) des valeurs données soit 
continue sur C? 

Supposons ce contour C analytique (n*237). D'après un théorème de M. Pain- 
levé (!'• Partie, p. a7(), noie), quand une fonction u{a.b) est uniforme et con- 
tinue dans un domaine (Ô et prend une valeur déterminée o[t) en chaque point 
de sa frontière C, ^{t) est fonction continue de Tare; ainsi la fonction 9(/)doit 
être continue le long de tout arc régulier de C. Si C a des singularités, la fonc- 
tion 9(0 P^ut passer brusquement d'une valeur y£/i<e à une autre valeur y^/iie en 
un nombre limité de points singuliers t. Dans ce dernier cas, le problème de 
Diriclilet est encore résoluble, on ce sens que l'on peut trouver une fonction har- 
monique dans cD, prenant les valeurs déterminées cp(/) aux divers points t de C, 
sauf aux points x, et n'ayant aux points t aucune valeur déterminée d'avance : 
sa solution s'obtient par des modifications simples des méthodes signalées plus 
haut. (Pour le plan, cf, Harnack, Grundlagen, etc., p. 96. — J. Riemann, 
A. E. A'., 1888, p. 352. — Pour l'espace, c/. Zaremba, A. E. N,, 1897.) 

(*) Le problème intérieur se pose de la même manière dans le plan et dans 
l'espace. Le problême extérieur a deux énoncés différents : dans Tespace, il con- 
siste à former une fonction satisfaisant aux conditions ci-dessus et de plus s*an- 
nulant à lUnfini. 
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dans le second (*). Par suite, quand on sait représenter, Tunesui- 
l'aulre, d'une manière conforme, deux aires CD et CÈ)| simplement 
connexes, si l'on sait résoudre le problème de Dirichict pour CD|, 
on sait le résoudre pour cO (^). On en conclut que les deux pro- 
blèmes intérieur et extérieur sont équivalents : il suflira de s'oc- 
cuper du problème intérieur ('). 



(*) En eiïet, soient v et s,\ les fonctions complémentaires de u et de u^. 
Posons tt -H iV =/( j: -f- iy) et X -4- i Y — ?(a: -t- i^). La transformation indiquée 
dans le texte, ou ce qui revient au même la transformation (a? H- ly, X -h lY) 
appliquée à la relation u -\- iv — J{,x -\- iy)y donne 

M,-+-iV,=3/(9(:r-M>)), 

ce qui prouve (P* Partie, p. 5-i) que la fonction u^ est harmonique, puisque la 
fonction » est analytique ( n" 323) ainsi que la fonction /. 

On pourrait aussi montrer, par un calcul direct, que Am, et Aa ne diiïèrcnt 
que par un facteur positif. 

Quant au problème d'existence sur une surface de Riemann ouverte ou fermée 
de fonctions harmoniques dans un domaine, prenant sur sa frontière des valeurs 
données et admettant des périodes données, nous renvoyons au Traité d'Ana- 
lyse de M. PicAUD (t. II, Chap. XVI); cette question fondamentale y est résolue 
à l'aide du procédé alterné de M. Schwarz. Disons seulement en général que Ton 
peut étendre aux surfaces de Hiemann la nution des fonctions harmoniques, leurs 
ihéorènics d'existence, leurs développi'menls en série, puisqu'une représentation 
conforme remplace une fonction harmonique par une fond ion harnio nique {in/ra, 
Chap. X). 

(') C'est un corollaire de la remarque précédente. Cf. Schwabz, Œuvres, 
t. II, p. i48. — J. Riemann, A. E, JV., 1888, p. 35i. — Darboux, Théorie des 
sur/aces, t. I, p. 170. 

(3) Parmi les transformations conformes permettant de ramener le domaine (0^ 
à un di^maine CO, ou inversement, on fait ordinairement choix avec Thomson de 
Vinversion (pour le cas de Vespace, ce choix s'impose, n" 328); c'est même ce 
qui conduit à poser différemment le problème de Dirichlet dans le plan et dans 
l'espace. Expliquons-en la raison. 

Occupons-nous d'abord du plan. Prenons comme centre d'inversion un point 
intérieur au domaine CO (nous supposons qu'on l'a ramené à l'origine) et comme 
puissance d'inversion l'unité. La transformation correspondante, c'est-à-dire la 
substitution 

où l'on a posé 

x^-\-y-= /•=, 

remplace le domaine (D de frontière C par un domaine Ot)^ de frontière G^, et 
une fonction u{Xyy), harmonique dans CQ) et se réduisant à (p(/) sur C, par une 

fonction w(^>^) ou u^ix^y) harmonique dans CO^ et égale à ^^{t) sur G,. 

La fonction ç^ est bien déterminée sur C., puisque la correspondance biunivoquc 
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Montrons ici qu'il admet une solution; nous verrons plus tard 
que cette solution est unique (n® 313) (*)^ 

213. Solution de M, Cari Neumann, — Nous étudierons 
seulement le cas où le contour C est à connexion simple, a en 
chaque point une tangente déterminée et variant d'une manière 
continue (sauf peut-être en un nombre fini de points anguleux, où 
il y aurait deux tangentes) (^), et enfin est convexe, c'est-à-dire 
est coupé par une droite en deux points au plus ('). 

Établissons d'abord quelques lemmes relatifs à l'intégrale de 
Gauss, et à cette intégrale généralisée. 

Intégrale de Gauss. — Considérons une intégrale curviligne 
analogue à l'intégrale dite de Gauss, et posons 



r- . 

ds = J ; r/.V, 



r costo , I ^ r 



^Ï5 



entre les domaines s'étend à leurs frontières. Ainsi le problème de Dirichlel 
intérieur se ramène au problème extérieur et inversement. Notons qu'au point 
infini, qui est l'homologue du pôle de la transformation, la fonction u^{x,y) 
prend une valeur bien déterminée, puisqu'elle correspond à la valeur u(o, o). 

Dans le cas de l'espace, si la fonction u{a:,y^z) est harmonique dans une 
sphère ayant l'origine pour centre, c'est la fonction 

qui sera harmonique à son extérieur. Des lors, on est amené à faire correspondre 
à une fonction ii, harmonique dans le voisina;;c de Torigine, une fonction u^ 
harmonique pour des valeurs très grandes de la variable et gui s'annute 
à Viiifini. 

Remarquons du reste qu'à l'infini les potentiels logarithmique et newtonicn, 
dont nous dirons les rôles dans le plan et dans l'espace, ne se comportent pas de 
la même manière : logr-* est infini et /—* s'annule. {Cf. Poincaré, Potentiel 
newtonien, p. kji et 199. — Appkli., A. M., t. IV, p. SaS.) 

(') Si toute démonstialion rigoureuse de la pussibililé d'un problème en est une 
solution, néanmoins cette solution est souvent impropre au calcul numérique: 
aussi nous distinguerons trois questions : la preuve de l'existence d'une solution, 
sa recherche elleclive, la preuve de l'existence d'une solution unique (des trois 
questions, cette dernière est, en général, la plus facile à résoudre). 

(') La démonstration montrera que le cas du triangle et celui du quadrilatère 
sont exclus; mais par plusieurs méthodes, par exemple par le procédé alterné, 
on peut la rendre appli(:al>le à ces cas. 

(*) Ptir suite, nous pourrons profiter des simplifications apportées par KirchhofT 
(p. 57, note). Cf. aussi Picard, Analyse, 2* édit., t. I, p. 172, 
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/•désigne la distance d'un point variable M du contour fermé C 
à un point fixe A {^fig* \)\ «»> est Tangle de la normale intérieure 
à C avec la direction MA; dn et ds sont les différentielles dans les 




déplacements sur cette normale intérieure et sur le contour C. 
L'identité des deux expressions de S^^ résulte de la relation 

rfr = — cosd) dn. 
Cette intégrale jouit des propriétés suivantes : 

1° ds est l'angle sous lequel on voit, du point A, l'élé- 
ment é/5; dès lors ScA, somme des angles sous lesquels on aperçoit 
les éléments de G, a pour valeur 211, tî, o, suivant que le point A 
est intérieur au contour C, sur ce contour, à son extérieur (*). 

Par suite cette intégrale, considérée comme fonction des coor- 
données (a, 6) de A, est discontinue quand ce point traverse C. 

2** Partageons le contour C en deux parties c et c'; soient t 



(^) Si le coDtoar a en un de ses points A' deux tangentes faisant un angle a 
(ce qui arrive par exemple quand des droites font partie de C), l'intégrale a pour 
valeur a au point A' (a<'îc). 

Dans le cas de trois variables, les propositions ci-dessus deviennent les lemmes 
de Gauss; ce géomètre s'en est servi pour résoudre le problème de l'attraction 
des ellipsoïdes (Mémoires de Gôttingue, i8i3; Œuvres, t. V, p. 9). L'intégrale 



//^-- 



étendue à une surface fermée S (w est l'angle du rayon MA = /• avec la normale 
intérieure, dT est un élément de surface) a pour valeur f\'K^ aie, o, suivant que le 
point A est intérieur au domaine limité par S, sur la surface S (au moins si elle 
a en ce point un plan tangent unique), extérieur à ce domaine. 
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et /' deux points choisis arbitrairement sur C. Posons 



r cosw , ^ c cos 



COSO) j^ ^ Sc/-f-Sc7' 



-ds^ S = 



ces intégrales sont prises respectivement le long des courbes c 
et c', en supposant que le point (a, b) est venu sur C et y occupe 
respectivement les positions t et t'. 

Je dis que S a une limite inférieure positive, et une limite supé- 
rieure qui ne dépasse pas r unité. En effet, chaque intégrale S^r? 
Scr est inférieure ou égale à tt, puisqu'elle prendrait la valeur ic 
si on rétendait au contour c -\- c' \ donc S ne dépasse pas t. 

D'autre part, supposons d'abord le point t fixe sur G, et décri- 
vons de t une petite circonférence F : elle intercepte sur C un arc 
que nous appellerons y. Pour les points de C non situés sur y? la 
quantité positive cos to dépasse toujours dans S^r un nombre 
positif m, et la distance r n'atteint pas un nombre (\\e M; on a 
donc 

Sc^>ïyî(c-ï)- 

Pour les mêmes raisons, on peut écrire 

en prenant dans les deux inégalités pour m et M les mêmes 
nombres fixes. Donc, quand t et t' sont fixes sur G, S surpasse le 

nombre ^.. (G — y — y') (*). Quand t et t! se déplacent sur G, 

l'ensemble de ces nombres a un minimum positif [jl; ainsi on 

a bien 

o < ;jL < S = r . 

214. Intégrale de Gauss généralisée. — Nous allons former 
une fonction, harmonique dans CO et tendant en chaque point de G 



(' ) Ce raisonnement esl en défaut lorsque chaque somme S^,, S^-,. est nulle. En 
ce cas, les courbes c et c' doivent se réduire chacune à deux droites se coupant 
en t et en /' : le contour C est un triangle ou un quadrilatère. Nous devons 
supposer que l'on écarte ces deux cas particuliers. 
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vers une valeur bien déterminée, lelle qu'elle puisse servir d'élé- 
ment à une série permettant de résoudre le problème de Dirichlfet. 
Pour cela multiplions par la fonction donnée (f, définie et con- 
tinue sur C, les éléments de Tintégrale S^aï ps^i* suite considérons 
la fonction 



I r cosw , » I r , 

— / o as = — f as 

XT.Jç * r i.Tz J an 



^(a,b)=-- 

]° Cette fonction est continue, ainsi que ses dérivées partielles, 
à l'intérieur et à l'extérieur de C. Quand le point («, b) vient sur 
ce contour, elle éprouve une discontinuité; mais on obtient une 
fonction continue en un point particulier t de C, par suite tendant 
vers la même valeur quelle que soit la manière dont le point (a, 6) 
tende vers ^, en lui substituant l'intégrale 



^'(a,h)^:^flr^-o(t)\ 



costo , 
as. 



En effet, soit y l'a^^c qu'intercepte sur C une circonférence Y 
décrite du point t comme centre. Le rayon de F peut être choisi 
assez petit pour que, en tout point de y, | cp — ^{0\ ^^'^ inférieur 
à un nombre arbitraire e. 

Séparons l'intégrale ^Fen deux parties, relatives respectivement 
aux lignes y el G — y. La première est en valeur absolue inférieure 
à Ê, quelle que soit la position du point (a, b) dans le plan; car 
son module augmente si Ton y remplace «p — cp(/) par e, ce qui 
permet de faire sortir le facteur £ du signe d'intégration, et de lui 
donner comme multiplicateur un nombre inférieur à l'intégrale 
de Gauss. La seconde intégrale est dans le cercle V une fonction 
continue de (a, b). Dès lors, on peut tracer un second cercle Fi, 
intérieur à F, tel que Foscillation de la fonction W{a^ b) dans le 
cercle F< n'atteigne pas un nombre donné à l'avance : donc W(a, b) 
est continue dans Y ^ . 

Servons-nous de cette fonction ^^(«, t), continue au voisinage 
de i, pour obtenir une relation entre la valeur ^(/) de la fonction 4> 
au point /, et les valeurs limites de ^(a, b) quand le point (a, b) 
tend vers le point t en restant intérieur ou extérieur au contour C, 
valeurs limites que nous désignerons par ^/ et ^^. 

F. - II. :> 
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En décomposant Pintégrale W en deux parties, on voit que sa 
valeur limite, quand le point (a, b) tend vers /, est 4>|- — <p(^); 

sa valeur au point t est 0(/) f (0* ^^^ suite, à cause de la 

continuilé de W(a^ 6), on a 

*,- cp( = *(0 - -^ ?(0 = ^(0, 



c'est-à-dire 

On obtient de même 



<t>,.= *(f)H-l<p(/). 



Cette dernière relation apprend aussi que ^{t) est la valeur limite 
de ^('a, b) lorsque le point (a, b) tend vers le point t en restant 
à Textérieur de C. 

2^ Cherchons une limite de Voscillation de Vintégrale ^{t) 
sur le contour C. 

Soient M et m le maximum et le minimum de la fonction (p sur 
ce contour. Partageons C en deux parties c et d telles que, sur la 

portion c, la fonction cp oscille entre M et ; sur la portion c', 

Il • . M -t- //2 / . / 

elle sera comprise entre — ; et m (c et c peuvent se composer 



inégalités 



d'arcs séparés). De la définition de l'intégrale ^(^), on déduit les 

,• /* rosto , M -h m C rosoj , 
•..TT^CO^M / ——ds-^——— / -—ds, 

^c, t ' ^' '-\", t ' 

27:*(0~ / ds -h m I ds. 



Reprenons les notations abrégées Scf, S^v pour désigner ces inté- 
grales, et rappelons la relation Sce-^ ^c'c = '^ (p* 63). On en 
conclut par élimination 

M — m ^, 

M _ ,n ^ 

9.T,*l^(t)rTZm-\ Sri' 

On obtient deux inégalités analogues en remplaçant le point t par 
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un autre point i de C. Leur combinaison donne 

2 \ 7.TZ J 

Introduisons le nombre fixe a, compris entre o et i, défini plus 
haut (p. 64); on a finalement, quels que soient les points t et t' 
du contour, 

*(0-*ï>(^')?^î-^(i-[x), 

I — jjL étant compris entre o et i . Donc, si Ton appelle M, et mi le 

maximum et le minimum de l'intégrale <I> sur le contour, on a, 

a fortiori, 

Mi — /7i,^(M — m) (i — Ki.). 

215. Ces lemmes établis, revenons à la méthode de Neumann, 
et formons, à l'aide d'une série de fonctions harmoniques de même 
type que ^(a, 6), la fonction harmonique u{a^ b) qui prend sur C 
les valeurs données cp. Posons 

Cette fonction (pi (a, 6), continue dans CD, a une valeur déter- 
minée fi(^) quand {ci, b) arrive par un chemin quelconque en 
un point déterminé ^ de C (p. 65); d'après la notation adoptée, 
appelons cpi l'ensemble des valeurs de cp^ (t) sur G. 

De cette fonction cpi, déduisons comme ci-dessus une fonc- 
tion fiia, b) au moyen de la relation 

puis une valeur <p2(^) et une fonction «po. La répétition du même 
procédé donne une suite de fonctions cp^, dont l'ensemble permet 
de former l'intégrale 



Je dis qu^elle résout le problème de Dirichlet, 



rflo-i 



(?-Hfi-4-...-+-'f/,-^...) ^^ ds. 
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D'abord son élément différentiel converge sur la courbe C. En 
effet, <p/»(0 P^^^ ^^^^ regardée (p. 66) comme la limite de l'inté- 
grale 

* = — / Ç>/»~i — Y^ds, 

lorsque (a, b) tend vers le point l en restant à Vextérieur de (ô. 
D'un point B extérieur à (0, menons les deux tangentes à la courbe 
convexe C : leurs points de contact divisent cette courbe en deux 
parties y et y', sur lesquelles cosw a des signes différents. La dif- 
férence entre l'intésrrale 



^O' 



f^ds=-fS21^ds 



étendue à la portion y, et la même intégrale étendue à la portion y' 
a pour valeur au signe près l'angle p des deux tangentes issues 
de B. Dans l'intégrale 4>, aux points de C où cosco est négatif (ce 
seront par exemple ceux de l'arc y), remplaçons tfp_^ par son 
maximum Mp_i sur le contour C; sur l'arc y, remplaçons-le par 
son minimum mp_i ; enfin rappelons que ^ tend vers tc, quand le 
point B tend vers le point t. On a ainsi 

|0/,(/)| -^ --^ '—y 

et dès lors, a fortiori, puisque l'on a une suite d'inégalités du 
type M| — m^<C (M — m) (i — p.), on en déduit 

, M — m , ^ . 

\^p(t)\ < ^— (i-a)/'-'. 

Ceci prouve la convergence absolue et uniforme de la série ^ y^, 

puisque les modules de ses termes sont inférieurs à ceux d'une 
série numérique convergente; donc Tintégrale w(a, b) a un sens. 
Cela posé : 

i*^ u{a, b) est harmonique. 

Pour l'établir, il suffît d'appliquer la règle de différentiation 
d'une intégrale par rapport à un paramètre, en remarquant que le 
potentiel logarithmique vériûe l'équation de Laplace. 
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2° M(a, b) tend vers la valeur f (Oj quand le point (a, b) tend 
vers l en restant à Tintérieur de (D. 

En effet, l'intégrale u{a, b) étant de même type que l'inté- 
grale ^(a,è), on peut lui appliquer la formule 4>| — <ï>^=cp(/) 
(p. 66), et écrire 

Ui— Ue= ^(t)-{-fi{t)-^.. .-\- ^p(t)-\- — 

Aussi, prouver que ui a pour valeur <f (^), c'est établir la relation 

— We= Tl(0 -+-•••-+■ ?/.(0 -H. . •• 

Prenons la valeur de Ue sous la forme 

et transformons-la par la répétition de l'égalité 

dont le second membre représente la limite de l'intégrale 4> quand 
le point (a, b) tend vers le point t en restant à l'extérieur de (D. 
La fonction — Ue se transforme en cp, (^) -f-, . .H- <p^(^) +• - • ; 
c'est la jusliflcation du théorème ( * ). 

216. Solution de Riemann-Hilbert. — Pour avoir un langage 
plus concis, donnons à l'énoncé du problème de Dirichlet une 
forme géométrique. 

En chaque point t de la frontière C du domaine ud, menons 
une perpendiculaire au plan de cO, et prenons sur elle une lon- 
gueur égale à la valeur de la fonction donnée <p en ce point t. Le 
lieu des extrémités de ces perpendiculaires détermine une courbe 
gauche F : considérons les surfaces z=z f{^Xj y) qui passent 
par r, f{x^ y) désignant une fonction continue ainsi que ses 
dérivées partielles des deux premiers ordres (nous représenté- 



es) On étend à l'espace la méthode de Neumann en remplaçant le potentiel 
logarithmique logr~' par le potentiel newtonien, et en substituant aux intégrales 
de contours et d'aires des intégrales d'aires et de volumes. 

L'extension du principe de Dirichlet à l'hyperespace se fait soit par la méthode 
de Neumann {cf. Riquier, Thèse, 1886), soit par celle de M. Schwarz. 
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rons ces surfaces par S/); s^il en est une pour laquelle la fonc- 
tion f{oc^y) soit harmonique, appelons-la surface harmonique^ 

Le problème de Dlrichlet consistera à déterminer une surface S» 
définie par la relation z = u{x^y)^ qui soit harmonique et passe 
par la courbe F (*). 

Voici la solution qu'en avaient proposée Riemann et Diri- 
chlet(2). 

Considérons les intégrales 

'</'=//[(gr-(g)>^- 

étendues au domaine (0, relatives à toutes les surfaces S/. On 
peut démontrer deux lemmes : 

I® Si parmi ces surfaces figure une surface harmonique Su^ 
V intégrale J(w) a une valeur moindre que toutes les autres 
intégrales 3(f). 

En effet, posons f(Xj y) = u(x^y) -h ^{^'^y)', il vient 

Transformons cette dernière intégrale I par la formule de 
Green (') 



(') Ce problème d'existence de sur/ace harmonique passant par une courbe 
gauche donnée se généralise en recherchant les sur/aces minima, les surfaces 
à courbure constante positive, etc. assujetties à passer par une courbe donnée 
ou à toucher une surface annulaire le long d'une courbe fermée. 

(') Cf. Riemann (iSh), Œuvres, trad., p. 36, et une Leçon de Dirichlet, repro- 
duite d'après les Notes de Dedkkind ( Weierstrass, Œuvres, t. II, p. 49). 

(3) Pour établir cette formule (4)î on transforme chaque partie de I au moyen 
des identités 

dx dx ~ dx V àx) ^ dx' ' ây ôy '' ' ôy y ây) "^ dy^ ' 

puis on ramène les intégrales curvilignes introduites par cette transformation à 
la forme voulue au moyen de la relation 

du du dx du dy _ au dy du dx 
dn ~ dx dn dy dn ~~ dx ds dy ds 
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La fonclion ^ est nulle sur le contour C et la fonction u est 
harmonique dans CO; donc, l'intégrale I est nulle : dès lors, 
puisque J(^) est positif, on a bien 

J(/)>J(w). 

2"* Réciproquement, si parmi les surfaces S/ il y en a une S« 
pour laquelle V intégrale J soit mii^imum, cette surface est har- 
monique. 

En effet, posons cette fois /= u-\- h^^ h désignant une con- 
stante arbitraire, et «{/ une fonction nulle sur G et jouissant des 
mêmes propriétés de continuité que /. On a 

Si cette dernière intégrale I n'est pas nulle, il suffit de donner 
à h une valeur convenable pour que le trinôme li^ ^{^) + 2 AI soit 
négatif. Or, ce trinôme ne peut être négatif, puisque J(w) est un 
minimum; donc I = o. Transformons I par la formule (4); la 
fonction if étant nulle suf C, on en déduit 



I =— f f^^u dxdy 



Il s'ensuit que At/ est nulle dans tout le domaine (^. En effet, si 
en un point (^oj J^o) de (ô, et, dès lors, dans un cercle c décrit de 
ce point comme centre avec un raj'on r, ^u n'était pas nulle, on 
pourrait définir la fonction arbitraire tj>, qui remplace la fonction 
arbitraire/, par la condition 

l o entre c et C, 

Y = i 

( [r* — {x — ^aY-^iy — ^0)*]'" à l'intérieur de c (wenlier>2), 

car la fonclion if ainsi définie est continue ainsi que ses dérivées 
des deux premiers ordres, et elle s'annule sur C. Or, pour une 
telle fonction t]/, l'intégrale l n'est pas nulle; il faut donc que 
dans c, et par suite dans tout le domaine (JO, on ait Lu = o. 

Ces lemmes admis (et nous venons de les démontrer en toulc 
rigueur), voici comment poursuivaient Riemann et Dirichlet. 

Quelle que soit la surface S/, l'intégrale correspondante J(/) 
est positive; dès lors, elle a une limite inférieure (P* Partie, 



^ 
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p. 26), elle-même positiçe. Soit S^ la surface correspondante, et 
par suite la surface pour laquelle l'intégrale J est minimum; en 
vertu du dernier lemme, cette surface est harmonique, ce qui 
prouve que la fonction u{Xjy) résout le problème de Dirichlet. 

Weierstrass a repris les objections faites depuis longtemps à 
ce raisonnement (ce sont les objections habituelles relatives à la 
continuité des fonctions définies par le calcul des variations) et 
mis nettement en évidence le point qui manque de rigueur (*). Le 
voici : 

La limite inférieure dont on vient de parler peut ne pas être 
positive, car un ensemble infini de nombres tous positifs n'a pas 
forcément une limite inférieure positive (K* Partie, p. 35); serait- 
elle positive, que l'on ignore si l'intégrale peut atteindre cette 
limite (on sait seulement qu'elle s'en approche autant que l'on 
veut) : a fortiori, rien ne prouve que cette limite corresponde à 
un minimum. 

Récemment, par un ingénieux procédé, M. Hilbert est parvenu 
à « ressusciter le principe de Dirichlet » et à rendre rigoureux le 
mode de raisonnement des éminents géomètres (^V 



( ' ) Les contemporains de Riemann se contentaient souvent de l'intuition phy- 
sique d'un résultat; aussi on admettait comme suffisiint le genre de raisonnement 
du texte; dans des cas analogues, Gauss et Dirichlet n'avaient pas poussé plus 
loin. Ici, Pintuition de Riemann fut doublement heureuse, puisque par la suite 
olie fut juslifif^e en toute rigueur, et que dès cette époque elle lui permit d'édifier 
sa belle théorie des fonctions abéliennes : par exemple, c'est de la possibilité du 
problème de Dirichlet que Riemann a déduit l'existence de fonctions algébriques 
(et de leurs intégrales) correspondant à une surface de Riemann donnée à 
l'avance d'une façon arbitraire. 

Pour la critique du raisonnement, cf. Wkikrstrass (1870), Œuvres^ t. II, 
p. '49. — ScHWARZ (1869), OEuvres, t. II, p. 83. — Heine, /. de C relie, t. 71, 
p. 36o; 1870; .»/. A,, t. IV, p. 626, etc. — Picard, Analyse, t. II, p. 38. — Hada- 
MARD, Leçons sur la Théorie des ondes, etc., igo'i, p. 9. 

(') Jakresbericht der D. J/. V., t. VIII, p. 117; 1899 (trad. A'. A., 1900). Voici 
presque textuellement la iNote qui résume su démonstration : le détail n'en a pas 
encore été publié. 

Supposons que le contour C ait des tangentes et une courbure continues, et que 
la fonction 9 donnée soit continue sur G. De toute surface z =f{Xf y) ou Sp 
analytique ou formée de portions de surfaces analytiques, et passant par T, on 

peut toujours déduire une surface Z'= f{Xy y) ou S^, telle que l'intégrale j(/) 
ne dépasse jamais l'intégrale correspondante J(/) et qu'en même temps S^ n'ait 
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217. Terminons par quelques généralités analogues à celles que 
l'on a rencontrées plus haut (p. 27). 

Une fonction analytique de deux variables réelles peut être 
prolongée analyliquement en dehors du domaine de convergence 
de la série de puissances qui la définit; de là, la notion de point 
singulier et de ligne singulière essentielle , considérés comme 
obstacles au prolongement (*). L'étude d'une pareille fonction et 



en aucun point de tangente faisant avec le plan des xy un angle supérieur à un 
angle u lié comme il suit à la courbe F. 

Considérons les points où la surface Sy fait avec le plan des xy un angle qui 
ne dépasse pas une limite fixe; on peut prouver que, dans le voisinage de ces 
points, il est possible de remplacer la surface z =/{x,y) par un morceau soit 
du plan z = ax -h by -h c, soit (sur le contour) de la surface harmonique en 

forme d'entonnoir z = -r 4 — 7-^-=^^ — ^rr ■+■ c, tel que, sur ces morceaux, le 

plan tangent ou les tangentes fassent avec le plan des xy un angle moindre que 
le plan tangent ou les tangentes aux points correspondants de Sy (pour cela, on 
détermine convenablement les constantes a, 6, c, a, ^). De là, des surfaces S^ sur 
lesquelles les angles dont on a parlé n'atteindront pas une limite ci>; par suite, 
sur ces surfaces, on a 



arc tang 



vW^'<- 



Cela pose, soit y la limite inférieure des intégrales J(/) relatives à toutes les 
surfaces Sa parmi ces surfaces, cherchons celles pour lesquelles les intégrales 
correspondantes J(/i), J(/j), ... tendent vers la limite/. A cel effet, remplaçons 
les surfaces S r , S^j, ... respectivement par les surfaces S^, S^, ..., et cher- 
chons dans la suite infinie de fonctions /p /,, ... une suite infinie de fonc- 
tions u„ u^, ... qui en tous les points {Xy y) de (S^ à coordonnées rationnelles 
tendent vers une limite, limite que nous appellerons u{x, y). Comme on a, en 
tous les points de (0, 

I àu^ I 1 ()ti I , . 

j-^ <tangu>, hhfr- ^*"*^'^ ('*= '.2, ...\ 

on en déduit que la suite ti,, u^, ... converge uniformément, dans CD et sur C, 
vers sa limite u; par suite, u{Xj y) est fonction continue dans (Ô et sur C. 

On en conclut que la surface z = u{x, y) est la surface harmonique cherchée. 
soit directement, soit plus simplement en s'appuyant sur l'exislence de la fonction 
minima, c'est-à-dire sur la solution du problème de Dirichlet. pour le cercle et 
une fonction continue quelconque sur le contour. 

C) Comme dans le cas des fonctions de variables complexes, les lignes singu- 
lières essentielles sont des lignes au delà desquelles le prolongement est impos- 
sible. 

Nous donnerons quelques explications relatives au prolongement des fonctions 
analytiques de variables réelles en traitant des fonctions harmoniques (n<>316). 
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la recherche de son domaine d'exislence conduisent donc à étudier 
sa frontière, c'est-à-dire les points singuliers et les lignes singu- 
lières de la fonction. 

Dès lors, si Ton considère une équation linéaire aux dérivées 
partielles à coefficients analytiques, le problème de son intégration 
se ramène en un sens à la recherche des lignes singulières essen- 
tielles de Pintégrale qui correspond à des conditions initiales ana- 
lytiques données. Ne peut-on pas faire, a priori, Tétude de ces 
lignes, reconnaître celles qui apparaissent sur Téqualion elle- 
même et par suite sont Jîxes, savoir quelque chose des lignes 
essentielles mobiles? 

La théorie des caractéristiques joue un rôle important dans la 
solution de ce problème : elle conduit à partager, pour chaque 
équation, le plan en trois régions d'après la nature de leurs 
caractéristiques. La première région (Qr est celle où toutes les 
caractéristiques sont réelles; la seconde CD/ celle où toutes les 
caractéristiques sont imaginaires; la troisième (Ôri celle où il y en 
a à la fois de réelles et d'imaginaires. 

Dans la région (Di, les lignes singulières essentielles des 
intégrales analytiques peuvent être des lignes absolument 
arbitraires ; ces lignes mobiles ne sont jamais des caractéris- 
tiques. En effet, ce théorème est évident pour l'équation Am=: g, 
puisqu'on apprend, en résolvant le problème de Dirichlet, à 
former une intégrale analytique dans un domaine de frontière 
quelconque. H en est de même pour l'équation générale linéaire 
du second ordre à deux variables, puisqu'elle a toutes ses inté- 
grales analytiques (p. 5i, note). 

Dans la région (£);., les lignes singulières essentielles fixes des 
intégrales analytiques sont les lignes singulières essentielles de ses 
coefficients, les lignes le long desquelles les coefficients des termes 
d'ordre n s'annulent simultanément, ainsi que les lignes singu- 
lières essentielles des racines de Téqualion caractéristique, à l'ex- 
ception des lignes polaires de ces racines. Les lignes singulières 
essentielles mobiles ne peuvent être que des caractéristiques 
de Téquation. Les points singuliers isolés sont fixes ou mobiles; 
les points singuliers mobiles sont situés sur les lignes singulières 
fixes. 
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Enfin, dans la région (Dr/? les intégrales analytiques peuvent 
avoir, comme dans la région (0/, des lignes singulières absolument 
quelconques; mais ces lignes mobiles peuvent être caractéristiques 
ou non caractéristiques (*). 



C) Delassus, C. B., 1894; A, E. N., 1895, S. et 1896, p. 363. — Le Roux, 
A, E. N,, 1895, p. 269. 

Une remarque très simple permet d'élendre la plupart de ces résultats aux 
systèmes d'équalions linéaires aux dérivées partielles {A. E, N., 1896, p. 339). 
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CHAPITRE VII. 

FONCTIONS DÉFINIES PAR DES PROPRIÉTÉS FONCTIONNELLES. 



218. Une voie naturelle pour introduire des fonctions analy- 
tiques intéressantes, utiles en Analyse, en Géométrie et en Méca- 
nique, aussi bien que pour en obtenir le prolongement analytique, 
consiste à avoir recours aux équations fonctionnelles. On entend 
par là des relations entre des variables indépendantes, certaines 
fonctions de ces variables et les valeurs qu'elles acquièrent lors- 
qu'on effectue sur les variables des substitutions données. Sans 
songer à traiter ici dans sa généralité cette question difficile, peut- 
être est-il bon de préciser la manière dont elle se pose et de rap- 
peler des problèmes classiques où les fonctions s'introduisent par 
ce moyen. 

A la fin du wiii** siècle, Vandermonde et Kramp étudièrent des 
fonctions de trois variables /(w, ^,j^) définies, pour des valeurs 
entières et positives de y et des valeurs arbitraires de x et w, 
par cinq propriétés fonctionnelles simultanées. L'analogie de ces 
fonctions et de la fonction w^ fit croire à Kramp qu'il se trouvait 
des fonctions satisfaisant aux mêmes relations pour toutes les 
valeurs de j^ : de là le nom de facultés analytiques qu'il leur 
donna. De fait, de pareilles fonctions ne peuvent exister, comme 
l'ont montré Bessel, Grelle, Weierslrass (*). 

Abel et Caucby résolurent plusieurs équations fonctionnelles (^). 
Le premier exemple traité par Abel est celui de la recherche des 



(') ^/' Vandkiimondk, Mémoire sur des irrationnelles {Mémoires de VAc.y, 
1772). — Kramp, Analyse des réfractions astronomiques, 1798. — Bessel, 
Kônigsberger Archiv, 1812, et Œuvres y t. II, p. 3^2. — Crelle, J, de C relie. 
t. 7. — MuLLER, /. de Crelle, t. 11. — OEttinqer, /. de Crelle, t. 33, 35, 38, 44, 
et surtout Weierstrass, Œuvres, t. I, p. 87 et i53. 

(') Abel, Œuvres, t. IL — Cauchy, Œuvres, a» série, i. III, p. 98 et 220. 
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solulions de l'équalJon /^(x) =/(2.r) -|- 2; il montra qu'elles 
étaient de la forme f{x) = a^-h a~*^ ( * ). 
L'équation fonctionnelle de Poisson 

(I) 2/(a7)/(^)=/(a7H-^r)--/(^-r) 

qui ramène à un seul et même problème la Théorie des fonctions 
circulaires, la Statique (en permettant de justifier la règle du 
parallélogramme des forces), la recherche des propriétés mé- 
triques dans les trois géométries euclidienne et non euclidiennes, 
se résout comme il suit (^). Dérivons-la deux fois par rapport 
à x^ deux fois par rapport ky^ et comparons les résultats; il vient 

/"{x) = C/(x) (G désignanl une constante). 

L'intégrale générale de celte équation a Tune des formes 
f{x) = a cosm^ -\- b sin/nx, /(•a?) = a'<î"**-4- ft'c-"". 

En vertu de la relation (i), la fonction/ est paire J on a donc 

b ~ Oj a — h' . 

Les constantes a et a' se déterminent alors en portant les inté- 
grales ci-dessus dans Tidentité (1); d'où finalement les solutions 

f{x) = cos/«jr. .A-^) = chmx. 

Comme fonctions intéressantes, citons encore les fonctions 
analytiques uniformes f{x) définies par Tune des relations fonc- 
tionnelles (I" Partie, p. 64) 

c'est-à-dire les fonctions périodiques, les fonctions automorphes, 
les fonctions périodiques généralisées. Mentionnons enfin la fonc- 
tion eulérienne, que l'on peut regarder comme définie, pour les 



( » ) A BEL, Œuvres, t. Il, p. 38. 

(2) Cette méthode suppose que la fouction / a des dérivées première el 
seconde : M. Andrade a résolu réqualion (i) en s'appuyant uniquement sur la 
continuité de la fonction f {B. S. M., lyoo, p. 58). 
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valeurs de x dont la partie réelle est positive, par l'Intégrale 



T{x)= f t'-^c^dt (fréel), 



et prolongée dans le plan au moyen de Féquatlon fonction- 
nelle {') 

(a) V{x-\'\)=zxV{x), 

à laquelle elle satisfait dans le domaine où elle est définie directe- 
ment. . 

219. Tous ces problèmes rentrent dans celui d'Abel. Abel se 
propose, étant données une constante quelconque a et une fonc- 
tion o{x) liolomorphe dans un domaine, de déterminer les fonc- 
tions f{x) telles que Ton ait 

(3) . /f?(^;J=/(^)-+-«. 

On peut mettre cette relation sous l'une des formes 

(4) e/i?t*J^ = e/c^)+a, F[(p(x)] = A F(.r) 

indiquées par M. Schnider [-). 



(') C'est même sur les propriéléâ fonctionoelles de T {x) que s'appuie 
M. Môldcr pour prouver que cette fonction n'est solution d'aucune équation 
différentielle algébrique ayant pour coefficients des fonctions rationnelles de x 
{M. A,, t. XXVIII, p. i). 

Weierstrass a montré {ŒuvreSy t. I, p. iqS) que la fonction eulériennc est 
aussi caractérisée par la relation (2), associée aux équations 

r(i)=i, lim — -^ ^-^i. 

Jin Géométrie kiGnitésimalc, les équations fonctionnelles se rencontrent con- 
stamqaen^ et prennent les formes les plus diverses. Cf, Darboux, Théorie des 
surfaces. ' 

(^) Abel, Œuvres^ t. III, p. 36. — Sciirôder, M. A,, t. II et III. — Rausen- 

BERGER, M. A., t. XVIII, XX, XXI, XXV. — KORKINE, B. /)., 1882. 

MM. Kœnigs {B. /)., i883, p. 3^o; A. E. N., 188/, et i885), Grévy (^. E. N., 
1894 et 1896), Leau {A. T., 1897, E.) ont résolu les équations (3) et (4), en 
se bornant aux fonctions 9(:r) holomorphes dans le voisinage d'une racine de 
l'équation x = '^{x). 
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De même la recherche des fonctions périodiques de troisième 
espèce généralisées conduit à l'équation 

les fonctions o et ^ sont données, la forme des fonctions / est 
inconnue. 

Quant au problème général, on peut lui donner Ténoncé sui- 
vant : 

Considérons n variables indépendantes sur lesqueUes on 
effectue des substitutions données; quelle doit être la forme 
d^ une fonction de ces variables pour qu^il y ait une relation 
donnée entre les variables, la fonction inconnue, cette fonction 
transformée (*). 

Par analogie avec les équations différentielles, on peut étudier 
des théorèmes généraux d'existence de solutions holomorphes 
pour certains systèmes d'équations fonctionnelles (^), et pro- 
longer ces solutions (') dans les régions dont les points viennent 
tomber, après un nombre fini de transformations, dans le domaine 
primitif. Ce problème de prolongement se ramène à Tétude des 
divisions du plan en parties se transformant les unes dans les 
autres, problème sur lequel il faudra revenir. 

§ I. - Fonctions trigonométriques ou ciRciLAinES. 
2^0. Sous cette dénomination nous groupons les fonctions 



(') On précise cet (hioncc en ajoutant d'autres conditions, par exemple en 
imposant aux solutions d'ôtre uniformes. 

(-) La convergence de séries de puissancrs satisfaisant à des équations fonc- 
tionnelles peut sV'tablir comme pour les équations différentielles, soit par com- 
paraison à l'aide de fonctions majorantes, soit par la méthode des approxima- 
tions successives {cf. Leau, A. 7\, 1897, ^^•)' 

(^) Soient n fonctions f^{x)y .... f„{x) holomorphes dans le voisinage d'un 
point a:^, et toutes prolongeables le long d'un chemin C partant de x^; dési- 
gnons par F[/i(j:^), . . ., /„(a7)] une fonction des n arguments /,, ..., /„, 
holomorphe au point /i(a?o), ..., /„(^o) ^^ prolongeable le long de C. Si la 
relation 

est satisfaite au point x^^y elle est satisfaite tout le long de C 
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méromorphes (*) simplement périodiques, qui satisfonl à une 
condition complémentaire que nous allons indiquer. 

Considérons d'abord une fonction méromorphe quelconque, de 

période 2(0. Par la substitution (x, — j> ramenons cette période 

à la valeur 27:; posons x = x^-+- iV, et divisons le plan en bandes 
par des parallèles à l'axe imaginaire, d'abscisses . . . , — tc, tc, . . . , 

(2[JL-hi)it, La fonction est définie dsms toute portion Jinie 

du plan dès qu'elle est définie dans toute portion finie de l'une 
de ces bandes; mais sa définition dans une bande entière n'en- 
traîne pas sa définition dans le plan tout entier. 

En effet, toute valeur prise par la fonction en des points à dis- 
tance finie se retrouve à l'infini (il suffit d'ajouter à Targument un 
nombre infini de fois la période) ; par suite, quand x devient infini 
sans rester dans des bandes données en nombre limité, la fonc- 
tion est indéterminée : l'infini est une singularité essentielle. 

Une fonction méromorphe simplement périodique est appelée 
fonction circulaire dans le cas particulier où cette fonction ou 
bien son inverse a des limites déterminées quand x s'éloigne à 
l'infini, du côté des ^" positifs ou négatifs sans quitter une 
bande déterminée (il faut que dans celte bande il y ait une 
limite pour :r''=4-oo et une limite pour x" := — co; mais ces 
deux limites peuvent être différenLes) (-). 



(*) C'est Weierstra'is qui a précisé le sens que Liouville donnait à ces mots, 
/onctions bien déterminées, lorsqu'il s'agit des fonctions doublement pério- 
diques. « Il résulte, des hypothèses que Liouville fait dans la démonstration de 
ses théorèmes, et des résultats qu'il obtient, qu'il a toujours en vue des fonctions 
univoques d'une variable, n'ayant aucun point essentiel fini. » {B. D., 1882, p. i la.) 

(') A ces valeurs limites M. Méray donne le nom de valeurs polaires, boréales 
ou australes, et aux fonctions elles-mêmes (par suite à celles que nous appelons 
fonctions circulaires) le nom de fonctions unipériodiques polarisées. Telles 
sont les fonctions c*, sina:, cosx, tangjr, cotj: qui ont respectivement pour 
limites o et oc, oc et oc, oc et x, i et — t, — i et i. 

Les fonctions méromorphes périodiques non polarisées sont dites fonctions 
pseudo-circulaires : telle est la fonction é?*'"' et la fonction 2(3?) d'Hermite. 

Une fonction pseudo-circulaire peut avoir une infinité de pôles dans chaque 
bande (pourvu qu'ils n'aient pas de point limite à distance finie, sinon la fono 
tion aurait un point essentiel à distance finie). Une fonction circulaire n'en peut 
avoir qu'un nombre fini : sinon, il y aurait dans cette bande un voisinage du 
point infini où lu fonction différerait aussi peu que l'on veut de tout nombre 
donné, ce qui, par hypothèse, est impossible. 

On démontre qu'une fonction circulaire f{x) prend dans une bande telle 
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Voîci les propriétés les plus simples de ces fondions (*). 

221. Théorème L -— Toute fonction circulaire f{x) de 
période 211 s* exprime rationnellement en fonction de e'*^. 

Faisons la Iransformation Ç = e^^. Elle permet la représentation 
conforme du plan ^ (abstraction faite des points o et 00) sur toute 
région fondamentale du plan x (I" Partie, p. 173), et elle trans- 
forme f{x) en une fonction cp($) qui jouit des propriétés sui- 
vantes : 

i" C'est une fonction uniforme de Ç, à cause de la correspon- 
dance biunivoque que nous venons de rappeler [à une valeur de Ç 
correspondent des valeurs de x qui diffèrent d'un multiple entier 
de 2 7ï; et dès lors une seule valeur de <f (5)? eu vertu de la pério- 
dicité de f{x)\, 

2*^ Pour la même raison, cp(Ç) n'a que des singularités pohires, 
sauf peut-être à Forigine et à Tinfîni. 

3° Quand $ s'approche de l'origine, x s'éloigne à l'infini du 
côté des x" positifs. Mais comme on peut se borner à l'étude de 



valeur que l'on vcul, et qu'on peut obtenir pour liiii f{x) telle valeur que l'un 

>eut, à rexceptioo peut-être des valeurs polaires, si Ton fait x uugmenler indé- 
finiment en se déplaçant sur une parallèle à la ligne de périodicité (celte ligne 
de périodicité est l'axe réel, quand la période est air). Ainsi (ce qui n'était pas 
évident) une fonction circulaire est définie dans le plan tout entier, dès qu'elle 
est définie dans une bande. On peut se borner à l'étudier dans une bande. 

Quant aux fonctions doublement périodiques, il n'y aura pas lieu de les 
répartir en deux classes, car il suffit de les étudier dans un parallélogramme, 
région Jinie. 

Cf. Méray, Leçons nouvelles, etc., t. Il, Chap. VU, et surtout Chëssin, Ame- 
rican Journal, 181)7, p. 217, 333, etc. 

(') Les transcendantes que nous allons retrouver comme éléments de réduction 
de ces fonctions peuvent à leur tour être définies par des propriétés fonction- 
nelles, comme nous l'avons dit ( l'« Partie, p. 170). Pour la définition fonc- 
tionnelle de e*, cf. Dkmautres, Analyse, t. Il, p. 12, et pour relie de s\nx qui 
il comme fondement les relations 

/(2a:) /Q) = i f{x)f{x -4- ^), A- :r) = - /{x), 

cf. MoCRE, Annals of Math, (Univ. of Virj;iuia), l. IX. p. /|3 ; 1895. 

F. - II. ri 
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la fonction /(x) dans une bande, on peut supposer que le point x 
reste dans une bande déterminée, quand \ s'approche de l'origine. 
Dès lors, en vertu des hypothèses complémentaires, o(Ç) a une 
limite déterminée (finie ou infinie) quand \ tend vers zéro : 
l'origine est donc un point ordinaire ou un pôle pour la fonc- 
tion çp($). 

Quand \ s'éloigne à l'infini, x va à l'infini du côté des a? néga- 
tifs : le raisonnement précédent montre que le point infini est 
encore un point ordinaire ou un pôle pour la fonction «(Ç). 

En résumé, <f (ç) est une fonction analytique uniforme n'ayant 
à distance finie ou infinie que des singularités polaires; c'est donc 
une fraction rationnelle (n" 291) (*). 

Thi!:orème II. — Toute fonction circulaire f{x) a un théo- 
rème d'addition algébrique. 

En effet, mettons cette fonction (soit 27t sa période) sous la 
forme du quotient de deux polynômes ^(e'^), '/^{^^)y et donnons 
à son argument deux valeurs .r, et 0:2. L'élimination de e'*», e""» 
entre les relations (P® Partie, p. 170) 

/(sri-hXt)x( ^^^' «'■'• ) = 4^ ( «''• «'^' ) 
conduit à une relation algébrique 

Ff/(^i),/(^*),/(^i-^^0]=o, 

dont les coefficients sont indépendants de x^ et x^. Nous verrons 
bientôt à quelles conditions la réciproque est vraie. 



(>) Ce théorcme justifie la définilion des fonctions trigooomélriques donnée 
plus haut (I" Partie, p. 23/| ). 

On peut classer les fonctions circulaires d'après leur ordre, c'est-à-dire d'après 
le nombre des racines qu'elles ont dans chaque bande (de même, l'ordre d'une 
fonction elliptique est le nombre de ses zéros ou de ses pôles dans le parallélo- 
gramme des périodes). Une fonction circulaire d'ordre quelconque s'exprime 
rationnellement à l'aide d'une fonction circulaire du premier ordre {cf. Chessin, 
A. J., 1897, p. 236 et 243 ). 
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Théorème III. — Entre deux fonctions circulaires de même 
période il existe une relation algébrique à coefficients con- 
stants, 

Od s'en assure en exprimant chacune de ces fonctions (soit 211 
leur période) rationnellement à Taide de e"^, et en éliminant e'* 
entre les deux relations ainsi obtenues. 

222. Une fonction circulaire a pour dérivée une fonction cir- 
culaire de même période : il y a donc une relation algébrique 
à coefficients indépendants de x entre une fonction circulaire et 
sa dérivée première. Ainsi toute fonction circulaire satisfait à 
une équation différentielle algébrique du premier ordre à 
coefficients indépendants de x. 

Remarque, — Toute fonction périodique uniforme non méro- 
morphe a une infinité de singularités essentielles; car si un point 
à distance finie est essentiellement singulier, il en est de même de 
tous les points congruents (*). 

§ II. — Fonctions elliptiques. 

223. Liouville et Weierstrass ont abordé la théorie des fonc- 
tions elliptiques (P* Partie, p. 229) en généralisant les propriétés 
fonctionnelles des fonctions trigonométriques. Le premier a mis 
à la base la notion de la double périodicité Ç^)\ le second com- 
mence son exposé en cherchant à quelles conditions une fonc- 
tion analytique uniforme admet un théorème d'addition algé- 



(') Bien que nous n^ayons pas à nous occuper de pareilles fonctions, dlson.«^ 
que la fonclion périodique uniforme la plus générale /{x) de période au s'ob- 
tient en ofTectuant dans la fonction uniforme la plus générale la subslitu- 



Ue " ). 



En effet, la substitution (a?, -r-log^j transforme /( a: ) en une fonclion ©(x) 

qui est uniforme, à cause de la périodicité de/(:r); donc on pourrait obtenir 
/{x) en faisant dans une fonction uniforme la substitution inverse. 

Par ailleurs, il est évident qu'en faisant cette substitution inverse dans une 
fonction uniforme quelconque, la fonction transformée acquiert la période 3(i>. 

(') C. /?., i85i, I*' semestre, p. 45a, et J. de CreUe, t. 88, p. 277. On y a inséré 
les Leçons faites par Liouville à Borchardt et à Joachimstall pendant leur séjour 
à Paris en 18^7. 
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brique (*). De là ces définitions : une fonction elliptique est 
une fonction méromorphe doublement périodique (Liouville); 
c^est la fonction méromorphe la plus générale ayant un théo- 
rème d'addition algébrique (WeiersLrass). 

Nous étudieroDS plus tard ces transcendantes en partant de la 
double périodicité; nionlrons ici comment elle découle du théo- 
rème d'addition. 

224. Théorème 1. — Quand une fonction analytique uni- 
forme f{x) a un théorème d^addition algébrique , elle est 
rationnelle ou périodique. 

En elTel, soit 

^^ 1/(^1 )7 f{^t )^ /' -^'1 -r-Xi)]=0 

la relation algébrique donnée. Lorsqu'une fonclion analytique uni- 
forme <p(^) n'est pas une fraction rationnelle, il existe au moins 
un nombre a tel que Téquation o(^œ) = a ait une infinité de 
racines (n° 241, remarque). Par suite, si f(x) n'est pas une 
fraction rationnelle, on peut choisir a de façon que l'équa- 
tion f(x2) = a ait une infinité de racines a^, ..., a,,, ...; dès 
lors l'équation 

est vérifiée pour une infinité de valeurs de z [pour toutes les 
valeurs /(:ri -|- a,), . . ., /(^i -f- a„), . . .]. Cette équation F=o 
étant algébrique, ces racines ne peuvent être toutes difierentes; 
/(j?! + a/) est par exemple égal à /(^i + a^), ce qui montre que 
la fonction f(x) admet la période a/ — ay^. 

223. Théorème 11. — Une fonction analytique uniforme f(x), 
qui a un théorème d'addition algébrique et admet une pé- 

riode aco, ou bien est fonction rationnelle de e ^ , ou bien 
admet une seconde période. 

En effet, supposons que la période hù soit primitive (1*"* Partie, 



( ' ) Formules et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques, d'api-ès 
Wcicrslrass, rédigées par Schwarz ei traduites par Padc. 
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p. i68). Nous dirons que deux racines de Téquation /{x) = a 
sont distinctes, lorsque leur différence n'est pas un multiple 
entier de 2o>. 

Deux cas sont possibles, suivant que Téquation /{x) = a a un 
nombre limité de racines distinctes quel que soit a, ou bien sui- 
vant qu'elle a, pour une valeur au moins de a, une infinité de 
racines distinctes. 

/ICI- 

Considérons le premier cas. La substitution Ç = €" trans- 
forme f{x) en une fonction 'f(i) uniforme bien déterminée 
(p. 8i). Or l'équation (p(Ç) = a n'a plus, quel que soit a, qu'un 
nombre limité de racines; c'est donc une fraction rationnelle 
en $, d'après le théorème rappelé (p. 84) : /(^) est une fonction 

rationnelle de ^ *** . 

Dans le second cas, parlons du théorème d'addition auquel 
satisfait la fonction f : en reprenant le raisonnement du numéro 
précédent, on voit qu'elle doit admettre la période ol^ — a,. Cette 
période représentant la différence de deux racines distinctes (c'est- 
à-dire non congrues à 2(0), elle n'est pas multiple entier de 2(0; ce 
n'est pas non plus un sous-multiple de 2co, puisque la période 20) 
est primitive. C'est donc une période nouvelle. 

Corollaire, — Une fonction analeptique uniforme, à théorème 
d'addition algébrique, admet dans le cas général au moins deux 
périodes. Nous verrons qu'une fonction uniforme ne peut avoir 
trois périodes. Par suite, toute fonction analytique uniforme^ 
à théorème d^ addition algébrique, est dans le cas général 
doublement périodique. 
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Nous avons vu qu'il est possible d'aborder par divers côtés 
Tétude des fonctions analytiques. 

On peut partir de la considération de fonctions de deux variables 
réelles indépendantes, que Ton associe, sans en chercher l'expres- 
sion arithmétique explicite, dans le cas où ces fonctions et leurs 
dérivées jouissent de certaines propriétés. De là résultent des 
fonctions de variable complexe, dont Riemann poursuit Fétude 
en faisant jouer à la Géométrie un rôle important. 

La même définition par des propriétés fonctionnelles, appliquée 
directement à une fonction de variable complexe considérée encore 
a prioriy conduit à une représentation anal)'tique de cette fonc- 
tion au moyen d'une intégrale : Cauchy a trouvé le moyen d'en 
déduire, avec une admirable élégance, les plus importantes pro- 
positions de la Théorie des fonctions analytiques. 

Enfin, on peut laisser de côté la définition d'une fonction par 
ses propriétés, y substituer une forme analytique de représentation 
de la fonction, et ainsi tout faire reposer sur une base arithmétique. 
C'est ainsi que Weierstrass définit la fonction analytique par la 
chaîne de séries dont nous avons parlé, et a recours aux séries de 
puissances pour en poursuivre l'étude. 

Ces trois conceptions sont en germe dans les découvertes de 
Cauchy (*) : néanmoins, tandis que Cauchy s'attache spécialement 
à la seconde méthode, c'est de Riemann et de Weierstrass que les 



(') C'est à lui en particulier que revient l'honneur d'avoir appris à étudier, 
sur les équations elles-mêmes, les fonctions définies par ces équations : il a 
montré comment les suivre dans leur domaine d'existence, sans recourir à une 
expression explicite valable dans tout ce domaine. Cette idée rayonne aujourd'hui 
dans toute TAnalyse. 
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autres reçoivent leur développement. Aussi, pour les distinguer 
entre elles, on les caractérise souvent par les trois noms de Rie- 
mann, de Cauchy, de Weierstrass (•). 

Jusqu^ici, nous nous préoccupions moins, dans le groupement 
des théorèmes, du procédé suivi pour les établir que du résultat 
obtenu. Dans ce qui va suivre nous chercherons davantage à rap- 
procher ceux dont la démonstration repose sur les mêmes prin- 
cipes, en nous plaçant successivement au point de vue de Cauchv, 
au point de vue de Weierstrass, au point de vue de Riemann. Si 
nous sommes contraints, en conséquence, de séparer parfois des 
propositions relatives à une même catégorie de fonctions, cet 
inconvénient est peut-être compensé par les avantages qu'il y a 
à mieux mettre en lumière Tunité de méthode. 



(*) Comme nous l'avons dit {!'* Partie, p. '25j et 299), il faudrait faire pré- 
céder les noms de ces trois créateurs de la Théorie des fondions analytiques de 
celui de Gauss : les principes essentiels qui servent de fondement à leur étude lui 
étaient connus. Mais Gauss n'a rien publié sur cette question, n'a presque rien 
communiqué, et ses manuscrits n'ont été retrouvés que longtemps après sa mort. 
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THÉORIE DES FONCTIONS AU POINT DE VUE DE CAUGHY. 



226. Caiichy coDsIdère, avons-nous dit, les fonctions qui sont 
en général uniformes, continues, monogènes, et ont une dérivée 
continue (*). Un théorème fondamental conduit à une formule 
qui en donne Texpression analytique, dans un domaine à con- 
nexion simple ou multiple ne se recouvrant pas, au moyen d'une 
intégrale. 

On en déduit aisément la représentation des fonctions holo- 
morphes par des séries de Taylor, les formules de Laurent, de 
Fourier, de Lagrange, de Weierstrass, de Mittag-Leffler. Plus 
tard les développements des fonctions elliptiques en séries et leur 
décomposition en éléments simples en seront des corollaires 
immédiats. 

A cet ensemble d'applications relatif à la représentation des 
fonctions analytiques, il faut joindre des méthodes qui permettent 
d'établir leurs propriétés, de prouver l'existence des solutions des 
équations différentielles, d'intégrer ces équations, d'évaluer les 
intégrales définies, etc. 



(') Ces conditions de Cauchy ont été simplifiées, puisqu'il suffit, pour établir 
la Théorie des fonctions analytiques, de s'appuyer sur la monogénéité de la fonc- 
tion, sans faire intervenir la continuité de sa dérivée (I'* Partie, p. 275). 

On a même pu remplacer, sur certains ensembles de points, la condition de 
monogénéité psLF ceWe de continuité. Par exemple, si une fonction définie dans 
un domaine (0 est continue dans (0, et si elle est monogène dans (D sauf peut- 
être sur un ensemble réductible de points, de lignes rectijiables, ou même de 
certaines lignes non rectifiables, elle est aussi monogène sur cet ensemble, et par 
suite holomorphe dans le domaine CÔ tout entier {cf. Pompéiu, C /?., 190?, 
I" semestre, p. iigS). 

Si la fonction était donnée sous la forme u^x^y) -h i v{a;ty)t il suffirait, pour 
qu'elle soit analytique dans (D, que dans ce domaine les fonctions u el v fussent 
uniformes, continues, aient des dérivées partielles du premier ordre satisfaisant 
aux conditions de Cauchy-Riemann, et qu'uNE seule de ces quatre dérivées 
partielles fût continue (Curtiss, B. of the American M. S., mai 1903, p. 329). 
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C*esl ainsi que sur un fondement unique, la considération 
d'intégrales prises le long d'un contour, Cauchy fait reposer une 
étude générale des fonctions (') : par sa simplicité et sa fécondité, 
celte théorie est devenue l'une des plus belles de l'Analyse mathé- 
matique. Continuons son exposé. 

§ ï. — SÉRIES DE TaYLOR; fonctions ENTIÈRES. 

Prolongement analytique. 

Les fonctions analytiques, définies par les conditions de Cauchy, 
sont développables dans certains domaines en séries de puissances 



(') Nous n'avons à parler ici que des travaux de Cauchy relatifs à la Théorie 
des fondions, les plus imporlanls du reste, car ses découverles sur les intégrales 
imaginaires « ont ouvert la voie à la théorie générale des fonctions, l'œuvre ana- 
lytique importante de notre temps. A cette œuvre, Cauchy a donné la première 
impulsion; ceux qui la poursuivent aujourd'hui sont ses continuateurs; les 
découvertes mémorables de Kiemann et de M. Weierslrass dans cette voie... 
ont été préparées par les travaux du grand géomètre français. » [Hermitr, 
Discours prononcé à l'inauguration de la nouvelle Sorbonne {B. D., 1890, p. 3o).] 

Mais on sait assez quelle influence il a exercée dans tous les domaines. 

« Ses œuvres occupent une place immense dans la Science. Toutes les parties 
des Mathématiques, la Géométrie, l'Algèbre, la Théorie des nombres, le Calcul 
intégral, la Mécanique, l'Astronomie, la Physique mathématique lui doivent les 
plus grandes découvertes. Plus de 700 Mémoires..., puis des Ouvrages d'une 
importance capitale sont le témoignage de sa prodigieuse activité scien(i6que et 
de la fécondité de son génie 

» En Géométrie élémentaire, je mentionnerai comme présentant un caractère 
unique la démonstration de cette proposition qu'un polyèdre convexe quelconque 
ne peut être changé eu un autre polyèdre convexe, qui serait compris sous les 
mêmes plans polygonaux et disposés dans le même ordre les uns à l'égard des 
autres. 

» En Arithmétique, Cauchy donne la démonstration, vainement cherchée jus- 
qu'à lui, du théorème énoncé par Fermât, que tout entier est décomposable en 
trois nombres triangulaires, en quatre carrés, en cinq nombres pentagones, etc. 
Ses autres travaux sur les sommes alternées et la représentation des nombres 
premiers ou de leurs puissances par les formes quadratiques de déterminant 
négatif que Gau«s a nommées principales, sont du plus haut intérêt. 

» Ses recherches algébriques concernent surtout la Théorie des substitutions. . . . 

M En Mécanique, il faut mentionner le Mémoire sur la théorie des ondes, ... 
l'équilibre et le mouvement d'une lame solide, les vibrations longitudinales d'une 
verge cylindrique ou prismatique, ... les vibrations d'un double système de 
molécules et de l'éther dans un corps cristallisé, ... la réflexion et la réfraction 
de la lumière, la polarisation, etc. 

» La Mécanique céleste a été aussi l'objet de Mémoires nombreux et célèbres.. . .» 
(Hermite, loc. cU,) 
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[l''^ Partie, p. 289); par suite, dans ces domaines, les diverses 
branches de ces fonctions jouissent des propriétés démontrées 
directement pour les séries entières. Nous allons tirer de nouvelles 
conséquences de cette représentation des fonctions holomorphes 
par des séries. 

227. Théorème I. — Les racines d'une fonction analytique 
sont d'un degré de multiplicité fini et entier; une racine 
d'ordre n pour la fonction est racine d'ordre n — i pour sa 
dérivée. 

En eflet, soit f(^x^ une branche d'une fonction analytique dans 
un domaine (D. Si f(^x) est holomorphe en un point x^ de cô, et 
s'annule en ce point ainsi que ses n — i premières dérivées, on a, 
dans le voisinage de x^ (I^* Partie, p. '289), 

par suite la racine x^ a pour ordre Ventier n (I''® Partie, p. 58). 

Cet ordre est fini. En effet, si la fonction et toutes ses dérivées 
s'annulaient en Xq, f{x) serait nulle dans tout le cercle de conver- 
gence de la série (i). Ce résultat acquis, on s'en servirait pour 
établir que la fonction est nulle dans un second cercle; de proche 
en proche, on montrerait qu'elle est nulle dans tout le domaine oO. 

Enfin, la fonction y'(x) s'annulant en a:© avec ses n — 2 pre- 
mières dérivées, Xq est racine d'ordre n — i de f'{x), 

228. Théorème II. — Une fonction f(x) analytique dans un 
domaine (ô ne peut être holomorphe et avoir une valeur con- 
stante le long d'un élément fini ^ d'une courbe continue inté- 
rieure à (Jb), sans être constante dans toute la région oà elle 
reste holomorphe (P*' Partie, p. 214). 

En effet, soient a:© et x^ deux points arbitraires de la ligne y. 
A l'intérieur d'un cercle C de centre Xq^ on a 

(2) /(:r)=/(.ro)-i-(^-:ro)/'(a:o)-H.... 

La différence des valeurs que prend f{x) au\ points Xq et x^ 
demeurant nulle quand x^ tend vers x^ en suivant la courbe y, il 
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en est de même du rapport f{xx) — /{xQ)lXt — j?oî et de sa 
limite /'{Xq). La dérivée première de /{x) est donc nulle 
en Xq, 

Elle est aussi nulle en tous les points de la ligne y, puisque le 
point Xo est un point arbitraire de v. Donc la dérivée seconde 
de /(x) esl nulle en Xq ; et ainsi de suite. 

Toutes les dérivées de /(x) étant nulles en Xoy celte fonction 
demeure constante, en vertu de la formule (2), à Tintérieur du 
cercle C, et par extension dans (£)('). 

Corollaire. — On sait que deux polynômes de degré /i, égaux 
pour plus de n valeurs, sont identiques. Le théorème apprend que 
deux fonctions, holomorplies dans un domaine dUin seul 
tenant et ayant même valeur sur un élément de courbe inté- 
rieur à ce domaine, sont identiques dans tout ce domaine, 
puisque sur cet élément leur différence est nulle. 

229. Thkorème IIL (C.vccHv-Lu)uviLLE.^ — Une fonction 
entière G(x), dont le module ne croît pas indéfiniment avec 
celui de la variable, est une constante (*). 

En effet, soit M une limite supérieure de |G(^)|. Dans un 
cercle de rayon quelconque r décrit de l'origine, on a 

G(jr) = a© H- Uyx ->r, . .-H a,i-r"-i-. . . ; 

rhypolhèse |G(j:')| <CM sur la circonférence de rayon r entraîne 

(I"^ Partie, p. 297) 

Ia«|< M/--«. 

Cette inégalité est vraie si grand que soit /•; par suite M/"" tend 
vers zéro quel que soit n. Les coefficients ai, . . ., an^ . . . sont 
donc nuls. 



(') Celle démonstration esl de Neumana {Vorlesungen uber Riemann's 
Théorie, p. 96). 

(') Une fonction entière est une fonction analytique sans singularité à distance 
finie (l" Partie, p. 58), ou ce qui revient au même (!'• Partie, p. 29a et 3o6), 
dont le développement taylorien a un rayon de convergence infini. 
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Ainsi une fonction analjliqiie unirorme ne peiil être régulière 
en tout point à distance fînie ou infinie ('). 

230. Hermite a généralisé le théorème de Cauchj-Liou ville. 

S'il existe un nombre n tel que \x~" G(^) | soit toujours infé- 
rieur à un nombre fixe M, si grand que soit |j:|, la fonction 
entière se réduit à un polynôme de degré n {^), 

En effet, de l'hypolhèse | j;~" G(jr) | < M, on déduit cette fois 

I Gn-^p I < M r-P, 
r désignant un nombre aussi grand que l'on veut et /> un entier 



(*) Ce théorème, sous sa forme générale, esl dû à Cauch}' qui l'énonce ainsi : 

Si une fonction d'une variable réelle ou imaginaire z reste toujours con- 
tinue, par conséquent toujours Ji nie pour des valeurs finies de z et si d*ail- 
leurs cette fonction ne cesse pas d'être finie, même pour des valeurs infinies 
de z, elle se réduira simplement à une constante. {C. /?... iS'iV' Œuvres. 
i'- série, t. VIII, p. 378.) 

Dans ses Leçons (18^7), Liou ville prouve seulement qu'une fonction double- 
ment périodique qui ne devient jamais infînie est impossible. (C li., i85i, 
I"' semestre, p. 4^2; /. de Crelle, t. 88, p. 277.) 

Pour d'autres démonstrations de ce théorème, cf. n* 312 et Neumann : Vorle- 
sungen uber Biemann's Théorie, p. i49- 

Il peut arriver que le module de la fonction entière ne croisse indéHniment 
qu'à rintéricur d'un angle donné d'avance aussi petit que Ton veut, comme l'a 
montré sur un exemple M. Mittag-Leffler (C. B.. njo3, i*' semestre, p. 539). 

Signalons encore ce théorème : 

Soit f{x) une fonction holomorphe en tout point à distance finie d'un 
secteur limité par deux rayions Oa, Ob. Si son module ne crotl pas indéfi- 
niment quand or s'éloigne à l'infini entre deux rayons quelconques Oa^, O^, 
situés dans l'angle aOb^ f'{x) et par suite toutes les dérivées de f{x) 
tendent vers zéro. 

Il peut évidemment arriver que \f{x) \ ne croisse pas indéfiniment dans une 
direction Oa,, sans que pour cela f\x) tende vers zéro dans celte direction; 
mais alors |/(x)| croit indéfmiment dans des directions infiniment voisines. 
C'est ce qui arrive pour la fonction sina: ( Painlkvé, A. T., 1888, B., p. 18). 

Enfin, faisons la remarque suivante, dont M. Borel tire fréquemment parti : 
Si une fonction entière devient très grande quand | x \ augmente, c'est surtout 
parce que, pour chaque valeur de |^ |, un terme devient très grand, et non parce 
que beaucoup de termes dexiennent très grands {A. M., t. XX, p. 398; Leçons 
sur les séries à termes positifs). 

(') On suppose que l'inégalité servant d'hypothèse n'est vérifiée pour aucune 
valeur de l'exposant inférieure à n. {Cf. Hermite, J. M., i885, p. 9.) 

Une méthode analogue a conduit M. Iladamard à un résultat plus général 
(C. /?., 1895, I" semestre, p. io53). 
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positif arbitraire. Dès lors <r«4.i, «/i+2> . • • sont nuls; G(:r) est un 
polynôme de degré n, 

231. La distinction entre les fonctions entières rationnelles 
(ou polynômes) et les fonctions entières transcendantes peut se 
faire d'après la nature de leur point à l'infini. 

En effet, la substitution (j?, x"^) remplace une fonction entière 
par une fonction dont le développement suivant les puissances 
négatives de la nouvelle variable a un nombre limité ou illimité 
de termes. Par suite, l'origine est, suivant les cas, un pôle ou un 
point singulier essentiel pour cette fonction transformée. 

Le point in/iniesidoDC un/?o/edans le cas du polynôme : c'est 
une discontinuité essentielle pour les fonctions entières transcen- 
dantes. 

Nous en conclurons qu'à l'extérieur de tout cercle, si grand 
qu'en soit le rayon, non seulement une fonction entière trans- 
cendante dépasse tout nombre donné (p. 92), mais qii^elle s'a/j- 
proche autant que Von veut de tout nombre donné (n° 241). 

232. Soient a et 6 deux constantes finies quelconques. 

Théorème IV. (Picard.) — Une fonction entière qui ne peut 
prendre ni la valeur «, ni la valeur h pour une valeur finie 
de la variable Xy se réduit à une constante. Une fonction 
entière qui ne peut prendre ni la valeur a, ni la valeur b pour 
une infinité de valeurs de x se réduit à un polynôme (*). 

La démonstration ordinaire de ce théorème repose sur des 
propriétés des fonctions modulaires (^); aussi ne sera-t-elle 
donnée que plus lard. 



(') Ainsi, des deux équations 0{x) = a, G(ic) =6, Tune au moins a une 
racine, si Q{x) n'est pas une conslanle, et l'une au moins a une infinité de 
racines, si G(j:) n'est pas un polynôme. On peut appeler équalionx exception- 
nettes les équations G(a7) = const. qui n'ont pas de zéro ou n'en ont qu'un 
nombre limite, et dire qu'à toute fonction entière correspond au plus une 
équation exceptionnelle. 

(') Picard, A. E, N., 1880, p. i46et 154. — M. Iludamard a démontré le théo- 
rème sans faire d'emprunt à la théorie des fonctions modulaires, dans le cas 
particulier où les coefficients du développement de la fonction eniière satisfont 
à certaines inégalités {J. M., i8()3, p. 188). M. Borel en a prouvé la première 
partie dans le cas général, également sans l'intervention des fonctions modulaires 
(C li.f 1896, 1" semestre, p. \ot\b\ Leçons sur tes fonctions entières, p. io3). 
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Remarque. — Le module d'une fonclion enlière peut dépasser 
loul nombre donné; donc, elle peut prendre toute valeur, sauf 
peut-élre une seule valeur finie. On a ainsi un énoncé qui com- 
prend le théorème de Cauchy-Liouvilie et celui de M. Picard (*). 

233. Théorème V. — Une série dont les éléments sont holo- 
morphes dans un domaine borné simplement connexe (© et sont 
continus sur la frontière G rfe (0, définit une fonction holo- 
morphe dans tout domaine (£)' intérieur à (0 et sans point 
commun as?ec G, pourvu que cette série converge dans (D et 

CONVERGE UNIFORMÉMENT SUr G. 

En effet, soit 

(3) s{z) = tto(3)-+-a,(3)-4-...-f- tt«(5)-h... 

la série donnée. Son intégrale le long de G s'obtient en faisant la 
somme terme par terme des intégrales de ses éléments (P® Partie, 
p. 125); il en est de même si Ton n'effectue l'intégration de ces 
éléments qu'après avoir divisé chacun d'eux par z — x^ x repré- 
sentant l'affixe d'un point intérieur à (D. On a donc 

_L_. riiilrf.^y j_. fiLiiûd,. 

^TZl J^ z ~ X J^ ITZl Jr Z — X 



(') En se bornant aux fonctions de genre /Ini {n'' 2SZ)f M. Hadamard a étendu 
le théorème de M. Picard; il a montré qu'en désignant par P{x) et Q{x) deux 
polynômes différents, il est impossible que les deux équations G{x) = P{x)^ 
G(x) =z Q{x) aient chacune un nombre limité de racines sans que G(:r) soit 
aussi un polynôme (Hadamard, /. M., i8y3. — Borel, Fonctions entières, p. 89). 

En prenant l'expression d'équation exceptionnelle dans un sens un peu plus 
large et en faisant intervenir la notion à*ordre d'une fonction entière (n" 283), 
M. Bore! a montré qu'une fonction entière a encore au plus une équation excep- 
tionnelle quand son ordre est eniicr, et qu'elle n'en a pas quand son ordre n'est 
pas entier (Leçons sur les fonctions méromorphes, p. 56). M. Hudamard a 
trouvé pour les fonctions entières de genre infini, et même dans le voisinage 
d'un point essentiel pour les fonctions analytiques, une règle d'exclusion ana- 
logue : elle permet de reconnaître si le cas d'exception que comporte le théorème 
de M. Picard peut se présenter pour la fonction considérée (C. R., 190a, 2« semestre, 
p. i3o9). 

Enfin, M. Picard avait facilement déduit de son théorème cette proposition 
qui le renferme comme cas particulier : il ne saurait y avoir plus de deux 
valeurs finies a et b que ne puisse prendre une fonction méromorphe, pour 
une valeur finie de la variable. Le théorème de d'Alembert en est aussi une 
conséquence (Picard, A. E. N., 1880). 
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Le premier membre représente une fonclion continue, uni- 
forme, monogène, par suite, une fonction holomorphe (*); le 

■e 

second membre a pour valeur (I"' Partie, p. 'jl8i) ^ Un{x) 

«5=0 

(puisque les fonctions //« sont holomorphes) c'est-à-dire s{x). 
La série s(^x) est donc bien une fonction holomorphe (-). 

Corollaire. — Soient a et x deux points, l'un arbitraire inté- 
rieur à (ô, l'autre intérieur à une circonférence F de centre a ne 
sortant pas de cO. On a (I'* Partie, p. 290) 

S(x) = y ; S"{n), S'*(a)= : / ^— ^— -• 

n—O 

Remplaçons dans cette dernière intégrale la série s(z) par son 



(*) On peut aussi prouver que cette intégrale est holomorphe en dévelop- 
pant ■;; suivant les puissances croissantes de x — a, a désignant un point 

intérieur à cO (c/. l" Partie, p. 289), et en intégrant terme par Icrme la série 
obtenue, après en avoir multiplié les éléments par 8{z). 

(^) On voit directement que, dans les conditions de l'énoncé, la série s{z) 
converge uniformément dans CD' ainsi que les séries formées par les dérivées 
successives des termes de s{z). 

Kn effet, formons la série de terme général — - — ri soient M la valeur 

maximum de \ z —x \--v ' quand z se déplace sur C et a: dans (î), et r^{z) le 
reste de la série s{z). A tout nombre e on peut faire correspondre un nombre N 
tel que, pour /i > N, ] M r^{z) \ soil inférieur à e, quand le point z parcourt C. 
Pur suite la série 






i:(^) 



a un reste R„ dont le module n'atteint pas eL (L désignant la longueur de C} 
pour les valeurs /i > N ; donc la série V u^J x ) converge uniformément dans (D'. 

On en conclut aussi (I" Partie, p. 127) que cette série représente la dérivée 
dordrc p de s{z). 

Ce théorème subsiste quand les termes u^{z) cessent d'être continus sur C en 
des points ne formant pus de suite linéaire (à condition que ces termes restent 
bornés), et quund la convergence uniforme de s{z) sur C n'a plus lieu en des 
points ne formant pas de suite linéaire [pourvu que | J„(«) | soit borné]. 

Cf. Painlkve, a. t., i8«8, B., p. 11. — Dalwigk, M. A., t. LV, p. 5i6. 
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•expression (3) ce qui donne 

En vertu du théorème, la série à termes continus N^a^ converge 

uniformément sur la circonférence T; on peut donc intervertir les 
symboles de sommation et d'intégration et écrire 

Ainsi, dans les conditions de l'énoncé, les séries formées par 
les sommes des dérivées successives des termes de la série s(x) 
convergent uniformément dans (0' et représentent les dérivées 
successives de s{x)^ ce qui prouve Texistence de ces dérivées 
{déjà établie, T* Partie, p. 282) et fournit un procédé pour les 
obtenir (voir P* Partie, p. 2'>.3). 

234. L'important théorème de Weierstrass démontré plus haut 
à l'aide de théorèmes sur les séries (l'*" Partie, p. 219) résulte 
immédiatement des calculs précédents. 

En effet, ramenons à l'origine le point a et combinons les 
égalités ci-dessus ainsi transformées; il vient, dans le nouveau 
domaine de frontière F, 



«— L »=o J 



On a du reste, dans ce domaine, 

Donc, le coefficient de ^" .dans le développement de s{jc) en 
série entière est la somme des coefficients des termes en x" dans 
les développements des éléments Up{x) en séries entières. 

235. Nous terminerons ce Paragraphe en exposant deux mé> 
thodes de prolongement analytique, qui se rattachent à la fois aux 
procédés de Cauchy et aux méthodes géométriques de Riemann. 
F. - II. 7 
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Commençons par celle de M. Lîndelof, qui repose essenlielleraent 
sur l'emploi de la représentation conforme ( ^ ). 

Soient (D un domaine simplement connexe d'un plan x^ et G un 
cercle arbitraire situé dans un autre plan t, par exemple un cercle 
ayant l'origine pour centre et Tunité pour rayon. Une proposi- 
tion fondamentale due à Riemann (n** 326) apprend à former une 
fonction analytique uniforme dans CQ, g{oc)^ telle que la trans- 
formation 'z=^ g{x) établisse une correspondance biunwoque et 
conforme enlre les domaines (D et ît. 

En faisant l'inversion d'une pareille relation 'z = g[x) on 
obtient une fonction ^ = y(T), elle aussi holomorphe dans le 
cercle G, d'après les propriétés des représentations biunivoques 
et conformes (n°^ 194 et 323). 

Cela posé, so\\.f{x) une fonction holomorphe dans (D : son déve- 
loppement en série suivant les puissances de ^ — jt©, x^^ désignant 
un point arbitraire intérieur à cô, ne converge que dans un cercle; 
par suite la fonction n'est représentée par le développement de 
Taylor que dans une partie du domaine où elle existe. 

Mais faisons la substitution jj^yC*^)* Elle transforme la fonc- 
tion /(^r) en une fonction cp(T) holomorphe dans fh (^), par suite 
développable dans ce cercle en une série de la forme 

çp(T) = ao-h a,-: -h. . .-f- artX'*-h 

On en conclut 

f{x) = ao4- «1 g{x) -h. . .4- 0Ln[g{x)Y-^. . . , 

développement valable dans tout le domaine rtD. 



( ' ) Lîndelof, Acta Societatis Scienliarum Fennicœ, t. XXIV, n» 7 ( avril 1898 ). 

(2) Il résulte immédialement des définitions de Cauchy que si /{a;) est fonc- 
tion holomorphe de x dans (0, et si x est fonction holomorphe de t dans Ç, 
f[x) est une fonction holomorphe de x dans (B {voir I" Partie, p. 52). 

Pour établir cette proposition par les méthodes de Wcierstrass, on part des 

développements 

et — x^= aiX -{- ajx'-h. . ., 

/{x) --^ b^-hb,{x — x,) 4-... 

et du théorème (T* Partie, p. 224) qui permet, au point de vue des substitutions, 
de traiter les séries entières comme des polynômes. 



SÉRIES DE TAYLOR; FONCTIONS ENTIERES. 99 

C'est bien une méthode de prolongement analj'lique des fonc- 
tions, que nous venons d'exposer, méthode qui permet le calcul 
effectif de leurs valeurs numériques en dehors du cercle de con- 
vergence de leur élément ioitial. 

En effet, soit ^^( a; — Xq) l'élément qui définit la fonction ana- 
lytique /(x), fonction que Ton sait être holomorphe dans un 
domaine Ot), plus étendu que le cercle de convergence C de Télé- 
ment ^; f{x) est, par exemple, une intégrale d'une équation diffé- 
rentielle linéaire, dès lors une fonction dont on connaît a priori 
les singularités possibles. Pour avoir la valeur de celte fonction en 
un point quelconque x^ de (Ô, il suffira de considérer un domaine 
simplement connexe, a^'ant à son intérieur les points x^ et J7,, que 
Ton sache représenter d'une façon conforme sur le cercle Cr, de 
telle sorte que, par exemple, les points x^ et o des deux plans se 
correspondent. Soit 



aiz -{- a^x^-^ . . .-'r- a,. 



la substitution qui réalise cette représentation. 
Ordonnons l'élément 

^f (wT — Xq) = ôo-\- bi{x — a?y ) -h. . .-+- à„(x — a:o)«-H. . ., 
c'est-à-dire la série 

^>oH-6i(«i'î -^... -+-««''*-+-... )-^--+ ^«(«i"^ -»-•••)'*■+■•• • 

suivant les puissances de t. 

La série obtenue (P® Partie, p. "224), 

(a) «0-^- 3t,T:-|-. . .4- a^T^-^. . . 

(remarquons que ses coefficients sont des polynômes par rapport 
aux coefficients a et 6 et peuvent être calculés effectivement par 
identification) converge dans le voisinage de l'origine, et repré- 
sente, dans ce voisinage, la fonction ?(t) transformée de/(j:'). 
Cette fonction f (t) est holomorphe dans tout le cercle G, d'après 
le raisonnement précédent; donc, en vertu du théorème de Cauchy 
(I" Partie, p. 291), la série (a), qui converge à l'origine, converge 
dans tout ce cercle. C'est dire que, dans la région de (0 extérieure 
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à C (*), la série ^£ esl prolongée par la série 

dont les éléments sont connus. 

Ajoutons que ces transformations de M. Lindelôf peuvent servir 
non stîulement à étendre analytiquement des fonctions en dehors 
du cercle de convergence de leur élément initial, mais encore à 
rechercher leurs points singuliers et surtout à remplacer des déve- 
loppements par des développements plus convergents. On peut 
même profiter de ces substitutions pour calculer les coefficients 
des relations linéaires qui existent entre les intégrales des sys- 
tèmes fondamentaux relatifs aux divers points singuliers d'une 
équation linéaire donnée, ou les coefficients des substitutions 
linéaires que subissent les intégrales d'un svstème fondamental 
quand on tourne autour d'un point singulier (^). 



(*) Parmi les iransformations souvent usitées pour passer d^un -domaine (d au 
cercle tr, M. Lindelôf rappelle ou indique les transformations 

X _ e * " — I I — v^i — a? 



La première (P* Partie, p. 74) fait correspondre, au cercle |t| <A:, le domaine 

\a~ x\ 
et par suite la région extérieure à la circonférence 

1^1, 



dans riiypothèse A:>i. Elle permet donc de prolonger une fonction dans des 
domaines s'étendant à Tinfini. 

La deuxième {cf. Poincaré, C B., 1882, 1" semestre, p. 678; J. M., 1886, p. 168) 
fait correspondre d'une manière biunivoque et conforme la bande (Q indéfinie du 
plan j? comprise entre les droites r\=±a (on a posé a? = Ç-i-i7i)au cercle | t | ^ i. 

La troisième fait correspondre au cercle | *? | ^ i le secteur qui est limité par 
deux demi-droites issues du point â; = i et faisant avec Taxe réel négatif les 

angles n - et — /i-> et qui comprend l'origine à son intérieur (lorsque n sur- 
passe 2, ce secteur recouvre le plan x plusieurs fois). En particulier, quand n 
est un entier pair, ce secteur est une surface de Riemann à — feuillets, ayant le 
point 07 = 1 comme point de ramification, et limitée par les segments (i,~oo) 
de l'axe réel. 

(*) Lindelôf, loc, cit., p. 3o. Cf. aussi Mittag-Leffler, A. M., t. XV. — 
Hamburger, /. de C relie, t. 83. 
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236. C'est aussi en s'appuyant avec RiemanD sur des considé- 
rations géométriques et en s'aidant de la formule de Cauchj 
(I" Partie, p. 280 et 817) que M. Schwarz a obtenu le prolon- 
gement par symétrie (* ). 

Soit f{x) une fonction, holomorphe dans un domaine dt) dont 
la frontière renferme un segment G de l'axe réel OÇ : on suppose 
que cette fonction tend vers une valeur bien déterminée (au sens 
donné I'® Partie, p. 27^) et réelle y( 5), quand le point J7 s'approche 
par un chemin quelconque intérieure (0 de tout point Ç de C, et par 
suite qu'elle est continue sur C. 

Représentons par x le point symétrique de x par rapport à 0$, 
et associons à chaque point a: la valeur imaginaire conjuguée /(j:) 
de /(x). L'ensemble des points x définit un domaine Cô symétrique 
de (ô (on l'appelle domaine image), et l'ensemble des nombres/(x) 
définit une fonction /, (x) holomorphe dans CO. 

Les deux fonctions holomorphcs/(j7) et fi \x)j définies départ 
et d'autre de C, ont même valeur sur ce segment de Taxe réel; dès 
lors elles se prolongent analytiquement l'une Vautre (P* Partie, 
p. 3i7). 

Ainsi, non seulement la fonction /(j?) peut être prolongée dans 
le domaine image de (ô, mais, pour obtenir ce prolongement, il 
suffit de considérer les valeurs conjuguées des valeurs que prend 
f{x) dans (JO, et de les associer aux points x conjugués des points x 
de c£). 

Pour généraliser celte loi, il n'y a qu'à remplacer le segment C 
de l'axe réel par un segment arbitraire de droite (P" Partie, p. 828) . 
Par suite, toute fonction, holomorphe dans un domaine dont la 
frontière contient un segment rectiligne et prenant des valeurs 
déterminées réelles sur ce segment (au sens ci-dessus), est con- 
tinuable dans le domaine image du domaine primitif; son prolon- 
gement s'obtient en associant, aux points asymétriques des points x 
du premier domaine par rapport au segment, les valeurs conjuguées 
des valeurs de la fonction dans le premier domaine. 



(») Cf. Schwarz, /. de Crelle^ t. 70, p. 107 {Œuvres, t. tl, p. 67). — Pain- 
levé, A. T.f 1888, B., p. 27. — Darboux, Théorie des surfaces, t. I, p. 174. — 
Picard, Analyse, l. Il, p. 269 {voir aussi infra, n* 316). 
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237. Ces résultats s'étendent à tout domaine dont la frontière 
renferme un arc régulier (ZéQ ligne analytique (*). On le démontre 
en établissant une correspondance biunivoque entre un domaine de 
petites dimensions situé dans le plan x de part et d'autre de C 
(nous distinguerons les régions situées des deux côtés de C en 
les appelant c etc), et un domaine du plan transformé t situé de 
part et d'autre d'un segment de son axe réel (nous désignerons 
par r le segment réel transformé de C dans le plan t, par y et y 
les régions situées de part et d'aulre de F) (^). 

Soient 

les équations de C. Chaque point Xq{\q^ t^q) de celte courbe cor- 
respond à une valeur t^ du paramètre. Pour des valeurs réelles 
de I / — /q I assez petites, on peut écrire 

Ç(0 =Ço-+-ai(/^^o) + «i('-^o)^ + ... ,, ,,. , 

(«î-f- 6?^ o), 

T,(0 = Tio-H^^l(/-/o)H-^2<'.<-<o)'-f-... 

et dès lors ces séries convergent si l'on y remplace t par un nombre 
complexe i['z =• t -{- il') tel que, dans le voisinage de chaque 
point Iq^ |t — f I ne dépasse pas une certaine valeur. Posons 



' — i . 



.•7i = 5(T)-+-£T;(':) = Y(T). 



Dans le voisinage de chaque valeur /q corresj)ondant à des points 
de C, X est une fonction holomorphc de t; réciproquement, t est 



(') Une courbe $ = Ç(^), r^ = r^{l) est analytique lorsque ses coordonnées 
sont fonctions analytiques (variables réelles) d'un paramètre /, dans le voisinage 
(le chaque point t^ de la courbe (sauf peut-êlre en des points formant une suite 
ponctuelle). 

Un arc de courbe analytique est régulier en un point t^{\^r^^), lorsque, dans 
le voisinage de ce point, l'une des différences Ç — ^o, t, — t.^ est une fonction 
régulière de l'autre, c'est-à-dire peut être représentée par une série ordonnée 
suivant les puissances positives croissantes de l'autre différence : sinon, le point 
est singulier. Par suite (p. 7 et T* Partie, p. aa'j), l'arc est régulier en ^0, si l'on 
a pu choisir le paramètre de façon que Ç'(^„) et t/(/ç) ne soient pas nuls à la fois. 
Un arc est régulier, lorsqu'il est régulier en tous ses points. 

La notion d'arc régulier joue un rôle important dans le problème du prolon- 
gement des fonctions analytiques (et des fonctions harmoniques, n" 316). 

(-) Cf. ScnwARZ, Monatsberichte der Akad. zu Berlin, 1870, p. 77^1 {Œuvres, 
t. II, p. i5o). 
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une fonction holomorphe de x dans un cerlaîn domaine, puisque 
a\-\- b\ n'est pas nul sur C (p. 7). Par suite, à un domaine x de 
dimensions assez petites renfermant la courbe C à son intérieur, 
la relation X'=i^{z) fait correspondre d'une manière biunivoque 
et conforme un domaine bien défini t (^fig^ 2); ce domaine 1 est 

Fig. 2. 

(jr;) (-c) 




situé de part et d'autre d'un segment de Taxe réel, puisque l'on 
obtient dans le plan x l'arc C en supposant t réel. 

La position du point t qui, par la transformation précédente, 
correspond à un point x dépend seulement de la courbe G, et non 
pas de la forme des fonctions Ç(/),7i(<) employées pour la définir. 
En effet, les diverses représentations de l'arc G s'obtiennent en 
remplaçant dans Ç(/) et 7i(«) le paramètre i par une fonction ana- 
lytique réelle d'un autre paramètre t\. Donnons à /< des valeurs 
complexes T4 : d'après les résultats du numéro précédent, aux 
valeurs conjuguées de T| correspondent des valeurs conjuguées 
de T, et par suite les mêmes points x. 

Ainsi, pour définir d'une façon précise deux points x images 
l'un de l'autre par rapport à l'arc régulier G, il suffit de les 
choisir de façon que les deux points t obtenus par la transfor- 
mation ^ = y(t) soient symétriques par rapport à l'axe réel. 

Revenons à la question du prolongement. Soit/(^) une fonc- 
tion holomorphe dans un domaine (0 limité en partie par un arc 
régulier G de courbe analytique, et lendant vers une limite déter^ 
minée (P® Partie, p. 279) et réelle /i (^), quand x s'approche par 
un chemin quelconque, situé du côlé c, des divers points de G (la 
continuité de f\ sur G en est une conséquence). 

La substitution ;r = y(t) transforme /(j:*) en une fonction ^(t) 
holomorphe (p. 98) dans un domaine tel que sa frontière ren- 
ferme un segment F de l'axe réel du plan t; <p(t) tend vers une 
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valeur déterminée et réelle quand t s'approche de ce segment, du 
côté V. On sait donc prolonger la fonction ç(t) au delà de Taxe 
réel, et par suite prolonger y"(^) du côté c de G. Ce prolongement 
s'étendra à tout le domaine x formé par les points images du pre- 
mier domaine, relativement à l'arc de courbe considéré. 

238. En utilisant la transformation précédente, x = y('c)^ 
M. Painlevé a mis sous une forme simple les conditions néces- 
saires et suffisantes pour qu'une fonction analytique soit pro- 
longeable au delà d'un arc régulier de courbe analytique 
(r« Partie, p. 3i7)(*). 

Soient toujours Ç = Ç(/), T|=t, (^) les équations de celle 
courbe C. 

1° Pour que la fonction /(x) définie du côté c de C soit pro- 
longeable du côté c, il faut et il suffit que f{x) prenne sur une 
portion de C une suite de valeurs f\{t)^ qui soit fonction ana- 
lytique de t. 

En effet, si f{x) est continuable du côté c, il existe par défi- 
nition une fonction F(j:), holomorphe dans le voisinage des points 
d'un arc de G et coïncidant avec/(^) du côté c de G. Par la trans- 
formation ^ = y(t), les fonctions /(d?) et ¥{x) deviennent des 
fonctions <p(t) et4>(T) telles que ^(t) prolonge '^(t) du côté y 
d'un segment F de l'axe réel (F est le transformé de la portion de C 
considérée). Réciproquement, si une fonclion 4>(t) prolonge f (t), 
la fonction /( 37) est prolongeable du côté c de G. 

Or, pour que <p(t) soit prolongeable du côté y de F, il faut et il 
suffit que «p(t) prenne sur F une suite de valeurs ^s{t) qui coïn- 
cident, dans le voisinage de chaque point ^o de F, avec celles que 
prend aux points t = ^ une fonction ^(t), holomorphe en chaque 
point tQ de F ; par suite qu'en chaque point t^ considéré, /< {t) soit 
développable en série de Taylor pour des valeurs suffisamment 
petites de \t — ^oK ou enfin que/i(^) soit fonction analjlique 
de t sur une portion de la courbe G. 

(») Cf. ScHWARZ, loc, cit. — Painlevk, a. l\y i888, B., p. G4. 
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2** Avec M. Schwarz, on peut donner au théorème une forme 
plus simple : 

Pour que la fonction f{x) soit prolongeable du côté c, il faut 
et il suffit que sa partie réelle «($, t|) (ou sa partie imaginaire v) 
prenne sur une portion de C une suite de valeurs U\{t)^ qui 
soit fonction analytique de t. 

Par la transformation j?=y(t), on est ramené à chercher 
à quelles conditions la transformée y (t) de f{x) est prolongeable 
du côté Y de Taxe réel. Posons 

<p(-:) = <p(/-hir) = Ml(^«')-H^fl(^/'), 

et étudions d'abord le cas où w(Ç, tj) s'annule le long d'une portion 
de C et par suite où U\ {ty i) s'annule le long de F. 
Introduisons la fonction 

cpi(x)=—wi(/, —<')-+- l>l(^ — ^'); 

elle est définie du côté y de F et elle est analytique (p. loi, ou 
P* Partie, p. 48); je dis qu'elle prolonge la fonction cp(T). 
En effet, posons 

?i(x) = u,(/,;')-^*V|(^r') (T = ;-+-ir). , 

Les fonctions Tj (/,/'), Vi(^, — t') ont même valeur pour un 
même système de valeurs de t et de t' \ par suite ces fonctions 
coïncident aux points t symétriques par rapport à F. Les fonc- 
tions U\ et U| s'annulent sur F; on peut donc prendre t' assez 
petit pour que \u%\ et | U< | soient inférieurs à tout nombre 
donné, quand le point t décrit le segment F. 

Par suite, les fonctions f (t) et cp, (x) ont même valeur le long 
de F, et dès lors elles se prolongent Fune l'autre. 

Pour ramener au cas que nous venons d'étudier celui où la 
partie réelle w($, 7|) prend sur C une suite de valeurs W|(^), 
fonction analytique de ^, on applique à la fonction Ux (t) la trans- 
formation inverse de la transformation j? = y(t). La fonction u^ (t), 
analytique dans un domaine suffisamment petit avoisinant F, se 
transforme en une fonction U(j?) analytique dans un domaine 
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siliié de part et d'autre de C. La fonction f{x) — U(j') a sa 
partie réelle mille sur C, et par suite est prolongeable du côté c 
deC. 

Il en sera de même de la somme des deux fonctions prolon- 
geables U(:r), f{jr) — U(.r), c'est-à-dire de /(x) (*). 

§ II. — SÉRIES DE Laurent et de Mittag-Leffler. 
Applications. 

239. Considérons une fraction rationnelle f{x)^ dont les infi- 
nis a^, .,,^a,i soient rangés par ordre de modules croissants 
ou stationnaires (a,/ fini). Elle est développable en série enlière 
en X dans le domaine |d:|<;|<ïi|, en série enlière en x~^ dans 
le domaine | ;r | >> | d/,, | , en série procédant suivant les puis- 
sances négatives et positives de x dans chacun des n — i do- 
maines | a/| < | ^| <C | <2/+i | en supposant i=: I, 2, . . . , /i — i. 

C'est une représentation de ce dernier type que le commandant 
P. -A. Laurent a étendue à toute fonction analytique uniforme dans 
la couronne comprise entre deux circonférences concentriques 
arbitraires C et C, holomorphe en tous les ])oin(s de cette cou- 
ronne et bien déterminée (l*"^ Partie, p. 279) sur C et (V (nous 
supposerons ramené à l'origine le centre de C et de C) (-). La 
formule cherchée va se déduire encore (l" Partie, p. 289) de 
dévelo|)pemcnls de la fonction auxiliaire (:; — -s^)""'» qui ont la 
forme demandée et convergent uniformément sur C et sur C 



(') Lorsqu'un contour est formé de plusieurs arcs réguliers de courbes ana- 
lytiques, et que les valeurs d'une fonction sur chacun d'eux forment une fonc- 
tion analyli(jue du paramètre servant à représenter ces arcs»de courbe, la fonc- 
tion est prolongeable au delà du contour, sauf en général autour des sommets, 
c'esl-à dire des points communs à deux arcs consécutifs. 

(') C. n., i8'|3, 2* semestre, p. 348.— Cf. aussi le Rapport de Cauchy, C. /?., 
1843, 2« semestre, p. 938. 

Dès i8'|i, Weicrstrass, sans rien publier, avait obtenu ce théorème {Œuvres, 
t. I, p. 3i). 

A la démonstration de Laurent, si élégante, mais qui fait usage des intégrales 
de Cauchy et dès lors suppose le Calcul intégral, on a substitué des preuves qui 
reposent sur les seuls principes élémentaires relatifs aux séries, en harmonie avec 
les procédés de Weicrstrass dans sa Théorie des fonctions. {Cf. Mittag-Leffler, 
A. M., t. IV, p. 5 et 81. — SciiEKFFER, A. M., t. IV, p. 375.) 
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Soit X un point intérieur à la couronne considérée {fig* 3). La 
formule fondamentale de Cauchy donne (P* Partie, p. 280) 

Pour évaluer la première intégrale, partons de l'identité 

Quel que soit le point x à Vinièrieuv du cercle C, cette série 

Fig. 3. 




converge uniformément sur la circonférence C : on peut donc 
l'intégrer terme par terme, ce qui donne 



Pour obtenir la seconde intégrale, développons celte fois 

suivant les puissances décroissantes i\ex, La série 



-^^■■) <:'l: 



I-l) 



converg-e uniformément sur la circonférence C, dans le do- 
maine {x) extérieur à celte circonférence; on a donc 



(•->.) 



/ 



lilL^.^l 






La série (i) converge absolument à l'intérieur du cercle C et 
uniformément dans tout domaine fermé intérieur à C; même 
conclusion pour la série (2), à l'extérieur du cercle C. Leur 
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somme est donc convergente dans la région commune à ces deux 
domaines; par suite, dans cette couronne circulaire, on a 

r désignant une ligne fermée arbitraire (rectifiable et simple, 
P* Partie, p. 270) intérieure à la couronne et entourant l'ori- 
gine (*). C'est le théorème de Laurent. 

La série obtenue converge en tout point intérieur à la couronne 
de frontière C, C, et elle converge uniformément dans toute 
couronne intérieure à cette couronne (^). 

240. Ce ihéorème (i843) renferme le germe de la théorie des 
points singuliers essentiels, développée plus lard par Weicr- 
strass (1876). 

Autour d'une singularité isolée (nous la supposerons ramenée 
à l'origine) d'une fonction analytique uniforme f{x)^ on peut 
tracer deux circonférences C et C telles que f{jo) soit holomorpho 
dans la couronne qu'elles déterminent, si petit que soit le rayon 
de C. Donc, à l'intérieur d'un cercle déterminé G', à Texclusion 
seulement de son centre, on peut écrire 

La série entière $i a un rayon de convergence. Quant à la 



(^) En effet, le ihéorème de Caucliy ( I" Partie, p. 279) permet d'évaluer les 
intégrales qui entrent dans des formules (i) et (2) en remplaçant les cercles C 
et C par le contour T. 

(') Il suffit de limiter respectivement aux termes de rang p et q les dévelop- 
pements de {z—a;)-^ suivant les puissances croissantes et décroissantes de j* 
pour obtenir, sous forme d'intégrale 

l'expression du reste de la série de Laurent quand on s'arrête aux termes de rang/> 
et q. 

De plus, on voit directement que ce reste tend vers zéro, ce qui prouve la 
convergence du développement, indépendamment du théorème relatif à l'intégra- 
tion terme par terme des séries uniformément convergentes. 

Ces deux remarques s'appliquent aux développements de Taylor (I" Partie, 
p. 289), de Weierstrass (n* 214), de Lagrangc ( n" 2i9), etc. 
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série $, puisqu'elle converge à l'extérieur d'un cercle de rayon 
aussi petit que l'on veut, c'est relativement à x~* une fonction 

entière rationnelle ou transcendante : représentons-la par G{- )• 

Â.insi, dans le voisinage de toute singularité isolée, une fonc- 
tion analytique uniforme est représentable par la somme d'une 
fonction holomorphe et d'un polynôme en a:"*, ou bien par la 
somme d'une fonction holomorphe el d'une fonction transcen- 
dante entière en x~*. Dans le premier cas, la singularité est par 
définition un pôle; dans le second cas, c'est un point essentiel. 

Remarquons, de plus, que les coefficients du développement 
ne changent pas, d'après les valeurs des intégrales qui les déter- 
minent, quand les rayons r et /•' des circonférences G et G varient, 
pourvu que l'on ne franchisse aucun point singulier de la fonc- 
tion y(:r). En particulier, ils restent les mêmes quand /• tend vers 
zéro, puisque C entoure une discontinuité isolée. 

On voit que les séries Ç, et G ont des coefficients bien définis 
(s'il y a un terme indépendant, on le met dans la série $i) : dans 
ces conditions, le développement en série de Laurent est unique. 
Par suite, à chaque discontinuité isolée a d*une fonction analy- 
tique uniforme, correspond une fonction entière en (j? — a)~* : on 
l'appelle partie principale ou fonction caractéristique relative à 
la singularité. C'est une fraction rationnelle ou une série suivant 
que la singularité est polaire ou essentielle (*). 



( ' ) Elle est bien caractéristique de la singularité, puisque des deux parties 
dont se compose le développement de la fonction au voisinage de ce point, 
celle-ci est seule singulière; Tautre est régulière. 

Si a est un pôle, Tordre ou degré d'infinitude de ce pôle est égal au degré 
du dénominateur de la fonction caractéristique (I" Partie, p. 61). On voit que ce 
degré d'infinitude, comme le degré de multiplicité des zéros d'une fonction holo- 
morphe (p. 91), est un entier, 

La transformation habituelle {XyX'^) donne une représentation analogue pour 
une fonction analytique uniforme dans le voisinage du point infini lorsque ce 
point est une singularité isolée (ou un point ordinaire). Elle montre que, pour 1rs 
valeurs de x dont le module dépasse celui de la singularité à distance unie dv 
module le plus grand, on a 

/(^)r=G(^)4-(r. (^)- 

La fonction G (a?) s'évanouit, se réduit à un polynôme, est une transcendante 
entière suivant que le point infini est un point ordinaire, un pôle, un point 
essentiel. 
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24!. Théorèhe. — Une fonction analytique uniforme croit 
sans limite dans le voisinage d^un pôle; dans le voisinage d^un 
point essentiel isolé, elle s'approche autant que Von veut de 
tout nombre donné 3c (•). 

Kn eflet, ramenons à Torigine la singularilé à éludier. 

La première partie du ihéorème résulte de ce que, si l'origine 
est un piMe, la fonction considérée f{x) est égale à la somme 
d'une fonction régulière à l'origine, ^\ (x), qui reste finie, et d'une 

fraction rationnelle G ( - ] dont le module dépasse tout nombre 
donné. 

La seconde partie a été démontrée par Weierstrass (2) : voici 
comment M. Picard la déduit du théorème de Gauchv-Liouville. 

Introduisons la fonction auxiliaire -, — ^ Cette fonction n'est 

pas régulière à l'origine ; sinon son inverse serait holomorplie à 
l'origine ou bien aurait Torigine comme pôle (P* Partie, p. og). 
Elle n'a pas Forigine pour pôle; sinon son inverse serait holo- 
inor])lie à l'origine. L'origine est donc un point essentiel pour la 
fonction auxiliaire comme pour la fonction proposée; d'après le 
même raisonnement, c'est même un point essentiel isolé d'autres 
points essentiels, sinon l'origine ne serait pas relativement à la 
fonction f{jc) un point essentiel isolé d'autres points essen- 
tiels (3). 
Cela posé : 

i" Si, dans le voisinage de ce point essentiel, la fonction auxi- 



( ' ) Il suffit que le point cssontiei soil isolé d'aulrcs singularilcs essentielles 
(!'• Partie, p. 60). 

( = ) Weierstuass, 1876, Œuvres, t. II, p. i23 ( trad. A. E. S\, 1879, p. 1Î9). 
— Picard, Analyse, t. II, p. uo {voir au^si : IIoldeh, 3/. A., t. X\, p. i38). 

Le théorème est vrai pour une infinité de points situés dans le voisinage du 
point essonliel (rumcnons-Ie à l'origine ). En elTel, d'un point x satisfaisant aux 
conditions | x | < s, |/(^) — a | < t„ on déduit un second point j;, pour lequel 
on aura 

l^,|<l^l et |/(x,)-a|<|/(x)-a|. 

Et ainsi de suite pour une infinité de points x,, x^, ... tendant vers Forigine. 

(^) Plus généralement, une transformation homographique quelconque elTecluéc 
sur /{x) conserve le caractère du point essentiel. 
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liaire a une infinité de pôles, son inverse s^annule en chacun 
d'eux: l'égalité /(j7)= a est rigoureusement satisfaite en une 
infinité de points voisins du point essentiel. 

2° Si ce point essentiel est isolé de toute autre singularité même 
polaire, la fonction auxiliaire est développable par la formule de 
Laurent aussi près que l'on veut de l'origine; on a ainsi 

-zrj—^ = G(- ) H-$,(a^)= — -f- ~| -h...-i-ao-hûria--4-.... 

f{x)—CL \X/ X T^ 

D'après le théorème de Cauchy-Liouville, la fonction |G| 
dépasse tout nombre, si grand soit-il, à l'intérieur d'un cercle 
quelconque ajant l'origine |)our centre; à l'intérieur d'un cercle 
de rajon assez petit, la fonction ^J?| diffère aussi peu que l'on 
veut de a^. 

Donc, dans le voisinage de l'origine, la fonction G + ^J?i 
dépasse tout nombre donné : par suile, son inverse lend vers 
zéro, et /(x) se rapproche autant que l'on veut de a ('). 

Remarque. — Dans le voisinage d'un point essentiel isolé, la 
fonction y(j?) peut-elle non seulement s'approcher autant que l'on 
veut de tout nombre donné a, mais aussi devenir rigoureusement 
égale à a? 

M. Picard a complété la proposition de Weierslrass en mon- 
trant que, dans le voisinage de tout point essentiel isolé, iU*qua- 



(') De ce ihéorcme M. Picard conclut que deux fonctions analytiques uni- 
formes dans un domaine d'un seul tenant (0, où elles n'ont que des disconti- 
nuités isolées f coïncident dans tout ce domaine, si elles ont la même valeur le 
long d*un élément continu de courbe intérieur au domaine (Hiemann). 

En effet, appelons y(a?) la différence des doux fonctions données. On sait déjà 
(r* Partie, p. si'» et II* Partie, p. 91) que la fonction ©(J?) est nulle dans tout 
domaine d'un seul tenant ne renfermant aucune des discontinuités des fonctions 
données. 

Étendons ce domaine de manière à approcher autant que l'on veut d'une dis- 
continuité a. 

Même dans le voisinage de a^ la différence ^{x) reste régulière : car si a 
était un pôle ou un point essentiel, cette différence serait infînie ou indé- 
terminée dans le voisinage de a, tandis qu'elle est nulle aussi prés que Ton 
veut de a. 

La fonction ^{x) est donc holomorphe, et par suite nulle, dans tout le 
domaine U). 
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lion /[x) = aL a une infinité de racines, sauf peut-être pour 
une ou deux valeurs exceptionnelles de ol(*). 

Ainsi, dans le voisinage de i*origine, f sin - j prend toutes les 

valeurs, o excepté; e* prend toutes les valeurs, sauf o et oc 
(I*"* Partie, p. 172). 

En particulier, si l'équation /(^) == a n'a qu'un nombre fini de 
racines, quel que soit a, /(x) est une fraction rationnelle (^). 

242. Soit une fonction uniforme, représentée par une série s(x) 
dont les éléments Ufi{x) sont holomorphes dans une couronne Q 
comprise entre deux circonférences décrites de l'origine, qui con- 
i^erge uniformément dans celte couronne. L'important théorème 



(') C. /?., 1879, a» semestre, p. 74^^'*- i»«6; A, E. A., 1880, p. i65; Atuzlysey 
t. III, p. 346. 

Ainsi, représentons par ot, p, y trois constantes distinctes (le nombre infini 
n^étant pas exclu ) : l'une au moins des trois équations 

/(^) = «, /(^)=?, /(^) = T, 

a une infinité de racines dans le voisinage de la singularité isolée a de la fonction 
uniforme /(j:). 

Ce théorème s'étend immédiatement aux fonctions f{x) uniformes sur une 
surface de Riemann et n'ayant que des singularités essentielles isolées. Si les 
trois équations ci-dessus n'ont qu'un nombre limité de racines, la fonction f{x) 
n'a pas de singularité essentielle; c'est par suite une fonction algébrique de x 
ramifiée comme la fonction algébrique définissant la surface de Riemann. 

Enfin MM. Painlevé, Remoundos, Maillet ont donné comme vraisemblable la 
i;énéralisation suivante du théorème de M. Picard : 

Une fonction analytique à n branches prend, dans le voisinage de tout 
point singulier essentiel isolé, toutes les valeurs sauf 2n au plus (cf. Re- 
MOUNDos, c. /?., 1903, I" semestre, p. 953; Maillet, C. 7?., 1903, i" semestre, 
p. iiaS). 

Dans le cas particulier des fonctions circulaires, le théorème de M. Picard se 
précise grâce à la proposition énoncée à la page 81. Là, en effet, nous avons dit 
que pour faire prendre à une fonction circulaire une valeur arbitraire, sauf 
peut-être les valeurs polaires, il suffit de déplacer la variable sur une parallèle 
à un segment convenable : chaque valeur se retrouve un nombre infini de fois 
quand x crott indéfiniment. Par suite, la fonction prend telle valeur que l'on 
veut, sauf peut-être deux valeurs exceptionnelles, au voisinage de son point 
essentiel (l'infini); ces valeurs exceptionnelles ne sont autres que les valeurs 
polaires (Chkssin, American Journal, 1897, p. 233). 

(') Le théorème de M. Picard s'établit, comme celui du n° 232, à l'aide des 
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de Weierstrass (V^ Partie, p. 228) relatif à son développement 
suivant les puissances négatives et positives de la variable est une 
conséquence immédiate de la formule de Laurent. 
En effet, posons 

et désignons par (0' unfe couronne intérieure à (0, limitée par deux 
circonférences décrites de Torigine. La fonction s{x) converge 
uniformément dans le domaine Cô', frontière comprise; par suite, 
dans ce domaine, elle est uniforme et continue, et a une dérivée 
déterminée. 

On peut donc la développer par la formule de Laurent en 
une série de la forme 



Si X 

'I 






r désignant une ligne fermée arbitraire intérieure à cD' et entourant 



Torigine une seule fois. 



funclions modulaires; mais on pcul ctémonlrer Jircclcmeiit ce dernier corollaire, 
au moins si l'on suppose que/(j7) n'a que des singularités isolées. 

En effet, admettons que Téquation f{x) — % n'ait jamais plus de p racines, 
quel que soit a (pour abréger, nous supposerons ces racines simples), et qu'elle 
en ait p pour une valeur a. Entourons ces p racines respectivement de 
cercles y^ ..., y»» extérieurs les uns aux autres, assez petits pour que le module 
minimum Ô de /{x)—ol sur leurs circonférences ne soit pas nul. Pour tout 
nombre a' tel que | a — a' | < 5, l'équation /(a?) = a' a encore une racine dans 
chaque cercle y^y ..., Y^ (I'" Partie, p. 288), et par suite elle a, pour toutes ces 
valeurs de a', p racines. 

Cela posé, si /{x) avait une singularité essentielle isolée, a (déterminons les 
cercles y,, . . , y« ^^ manière à pouvoir entourer a d'un cercle y n'empiôtant pas 
sur ces cercles), il y aurait à l'intérieur de y a" moins un point déterminé x' 
pour lequel | f{x') — a | serait inférieur à 0; par suite, l'équation 

(x)=/(x') 

aurait p -4- i racines (celles qui sont dans les cercles y^, . . ., y^^, et la racine x')y 
ce qui est contre l'hypothèse. 

Ainsi f{x) n'a pas de singularité essentielle isolée à dislance fiuie; on verrait 
de môme qu'elle n'en a pas à l'infini : c'est donc une fraction rationnelle (n« 291). 
C/. Demartres, Analyse, t. Il, p. 70. 

F. - II. 8 
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Transformons a^; en y remplaçant s{z) par son développement, 
il vient 

•» 00 OD 

t/r n = ;» = — « 
00 >^ «D «e 

puisque la convergence uniforme de s(z) sur F permet d'échanger 
les symboles de sommation et d'intégration, et qu'il suffit ensuite 
dans chaque intégrale de s'occuper du terme pour lequel jo = q. 
On a donc 

M ^ 00 \ 00 ^ 00 



« = \/» = — • / p=.— » \ n=fi 



comme nous l'avions déjà prouvé. 

243. La Théorie des correspondances biunivoques permet par- 
fois de remplacer des fonctions holomorphes dans un domaine (0 
à un ou plusieurs contours par des fonctions holomorphes dans 
une couronne circulaire G : il suffit pour cela que la correspon- 
dance entre les deux domaines s'obtienne par une relation t = ^(x), 
g{x) étant holomorphe, telle que la relation inverser = y(t) défi- 
nisse une fonction y{'z) holomorphe dans G. Par suite, la formule 
de Laurent conduit à des développements valables dans des do- 
maines autres que les aires comprises entre deux circonférences 
concentriques (voir p. 98) (*). 



(^ ) La mcthodc même qui conduit aux formules de Taylor et de Laurent donne 
bien d'autres développements. 

Par exemple, une fonction analytique uniforme, holomorphe dans des aires 
limitées par des ovales | sin;7 ] = const., peut élre représentée dans ces aires par 
une série procédant suivant les puissances du sinus de la variable (Tbixeira, 
/. de Crelle, t. IIG, p. i4). 

Une fonction analytique uniforme, holomorphe dans l'aire limitée par deux 
circonférences non concentriques, est développablc dans cette aire en une série 
ordonnée suivant les puissances de ^ — aix — 6, a et 6 désignant des constantes 
convenablement choisies. On en déduit le développement, au moyen de séries de 
cette forme, des fonctions holomorphes dans des aires limitées par des arcs de 
cercles (Tbixeira, /. de Crelle, t. 152, p. 97). 

On peut faire de nombreuses applications des transformations dont nous par- 
Ions ici. (Pour des exemples c/. Hermite, /. de Crelle, t. 116, p. 85.) 
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Exemple I : Les séries de Fourier, — Posons a? = S H- ifit et 
désignons par f{x) une fonction analytique uniforme admettant 
la période ^iziy holomorphe dans la bande indéfinie du plan x 
limitée par deux droites i=a, Ç= p. La transformation T = e* 
substitue a cette bande <D la couronne CB comprise entre deux cir- 
conférences décrites de l'origine avec les rayons e"-^ e^. Les deux 
régions ne se correspondent pas, il est vrai, d'une manière biuni- 
voque, car à un point t correspondent une infinité de points x\ 
néanmoins, à cause de la périodicité de la fonction f{x)^ la fonc- 
tion transformée f(}o^'z) ou ç(t) ne prend qu'une valeur en 
chaque point t de (r. Par suite cette fonction, uniforme dans la 
couronne G et régulière en chacun de ses points, est développable 
par la formule de Laurent; on a, dans cette couronne, 

ç(t;= ^ A, TV, 
et dès lors, dans la bande CO, 

-f-co 



(^) La substilution Ix^ ^ — :] permet le développement, suivant les puissances 

2TC/r 

de e <*> , d'une fonction analytique ayant une période quelconque <i>, holomorphe 
dans une bande indéfinie comprise entre deux parallèles au segment ou. 

En particulier, soit f{x) une fonclion périodique de période air. Associons 
dans le développement de/(^) en série procédant suivant les puissances de &^ 
les valeurs de v égales cl de signes contraires, et servons-nous des formules 

e*"'*= co3vj:-h c sinvjT, e-**'= cosvx — isinvx; 

il vient 

« 

(F) /(a:) =«0-1- V (a^cosvx-i-ô^sinv^). 

v = i 

Ces séries convergent uniformément; leurs dérivées d'ordre quelconque s'ob- 
tiennent en faisant la somme des dérivées de leurs termes. Leurs coefficients a^ 
et b^ sont représentés par des intégrales curvilignes (p. io8), que Ton ramène 
aisément aux intégrales rectilignes déjà rencontrées ( I'* Partie, p. i5a). 

Notons enfin que la formule de Fourier ( F) n'est démontrée ici que pour le cas 
oix f{x) est holomorplie et périodique, ce qui lui enlève de son intérêt essentiel. 

Pour des cas plus généraux, cf. Cauguy, Œuvres, 2* série, t. VII, p. SgS. 
— Picard, Analyse, t. II, p. 167, et les références données précédemment 
(!'• Partie, p. i55). 
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Exemple IL — Reprenons la iransformalion (['* Partie, p. 79) 



(3) '?.x = '.^ 



T 



et ne considérons dans le plan t que la région extérieure à la cir- 
conférence de rajon c ajant l'origine pour centre. Cette trans- 
formation fait correspondre, d'une manière biunivoque et con- 
forme, Taire cO du plan x comprise entre deux ellipses quelconques 
de fovers c et — c, et la couronne G comprise entre deux circon- 
férences convenables de rajons supérieurs à c. Par suite elle rem- 
place une fonction /(^) holomorphe dansCO par une fonction ç(t) 
holomorphe dans (s. 

Cette fonction a donc dans ÎB un développement de la forme 

des lors on a, dans CD, 

V = — 90 

Pour fixer dans cette formule la détermination du radical, on 

établit dans le plan x la coupure ( — c, ~|- c) : la fonction y/j?- — c- 
devient uniforme, et elle est déterminée dans tout le plan si 
Ton convient qu'elle est positive sur Taxe des $, à droite du 
point c. 

244. La formule de Laurent (p. 108) donne l'expression, dans 
une couronne circulaire, d'une fonction analytique uniforme/(:r), 
régulière en tout point de cette couronne. 

Supposons que la fonction /{x) n'ait qu'une seule singula- 
rité à distance finie; la série ^i*,(^) est alors une transcendante 
entière; on peut donc écrire 



/(:r) = G(ij+Gi(:.-). 



Cette relation est valable dans tout le plan, les points o et 00 
exceptés, et elle sert à représenter toutes les fonctions analytiques 
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uniformes parloul régulières sauf en ces points. Par suite ('), les 
fonctions analytiques uniformes, qui n'ont que deux singularités a 
et by ont dans tout le plan (sauf aux points a et b) un dévelop- 
pement du type 

Ga et G^ désignant des fonctions quasi entières (^). 

C'est cette formule que Weierstrass a élendue aux fonctions 
analytiques uniformes n'ayant dans un domaine (D d'un seul 
tenant qu'un nombre fini n de discontinuités, polaires ou essen- 
tielles ('). Son théorème n'est qu'un corollaire de celui de Lau- 

(') En effet, faisons la substilulion {XyX — a:x^b), et développons chaque 

terme des séries G et G, suivant les puissances de et r* L*" grou- 

X —~ Cl X ^~ o 

pement des termes correspondant aux mômes puissances de x — a et x — b 
introduit des séries ordonnées suivant les puissances négatives de a: — a el x — b, 
qui convergent dans tout le plan. 

(^) L'analogie entre les propriétés des fonctions entières G{x) et des fonctions 

que l'on en déduit par la substitution (j?, ) a conduit M. Maillet à appeler 

fonctions qucLsi entières les fonctions ainsi transformées. 

Plus généralement, on appelle fonction quasi entière à n points singuliers 
essentiels a, .. .. / la fonction obtenue en faisant la somme de n fonctions quasi 
entières ayant chacune un seul point essentiel, c'est-à-dire en remplaçant dans 
des fonctions entières G^(j:), ..., G|(a7) l'argument x respectivement par 
{x — a)~\ ..., {x — /)-' et en faisant la somme des fonctions transformées- 
La formule de Weierstrass, que nous allons établir, prouve l'identité des fonc- 
tions quasi entières et des fonctions dont les singularités sont en nombre fini. 
On verrait facilement {cf. n"» 296, noie) qu'une fonction quasi entière à n points 
essentiels est le produit de n fonctions quasi entières n'ayant chacune qu'un 
point essentiel. 

M. Maillet appelle fonction quasi méromorphe la fonction obtenue en rem- 
plaçant dans des fonctions méromorphes en nombre fini l'argument x par 
(j? — a)-', ..., {x — l)-'^ et en faisant la somme des fonctions transformées. 
Une fonction quasi méromorphe a donc un nombre fini de points essentiels et 
un nombre quelconque de pôles; et réciproquement. On démontrerait, en pro- 
cédant comme au n" 292, qu'elle est le quotient de deux fonctions quasi entières 
(Maillet, /. M,, 1902, p. 364, 38o, etc.). 

(^) Weierstrass parvient à sa f'>rmule sans faire intervenir d'intégrale {Œuvres, 
t. Il, p. 109; trad. A. E. JV., 1879, p. iS;). Voir infra, n" 295, la généralisation 
de cette formule; on trouvera aussi plus loin (n«» 284 texte, et n*» 296 note) des 
formules de décomposition en facteurs, qui correspondent à ces décompositions 
en sommes. 

Les fonctions dont nous parlons sont représentables d'une infinité de manières 
à l'aide de sommes de n fonctions n'ayant chacune qu'une singularité; parmi ces 
développements, celui de Weierstrass est le plus simple. 
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rent; aussi avec Boiirgiiet on y peut parvenir en reprenant la 
méthode exposée plus haut (p. 107) (♦). 

Désignons par /(x) la fonction à représenter, para, b, ..., /, 
ses singularités à Tintérieur de (D, par x Faffixe d'un point inté- 
rieur à (f) et distinct des singularités. Entourons chacune des sin- 
gularités, ainsi que le point ^, d\in cercle assez petit pour qu'il 
n'empiète pas sur les cercles voisins et ne sorte pas du domaine (D, 
ce qui détermine un domaine à connexion multiple, dans lequel la 

fonction - ^ est holomorphe. Le théorème de Cauchy donne 

/(,)=_!_. /-/^^..JL. flllLd, -...--'-. fl^d., 

C désignant soit la frontière de Cô si la fonction y est bien déter- 
minée, soit un contour intérieur aussi voisin que l'on veut de 
celle frontière. 

Au second membre, la première intégrale est une fonction de x 
déterminée, continue et ayant une dérivée déterminée : désignons 
cette fonction holomorphe par ©(a:). Pour évaluer Tune quelconque 
des autres intégrales, par exemple la première, écrivons 

I I z — n (z — aV*-^ 



X — z X — a (y — a)' {x — «;'* 

(l^-«l<|^-a|). 

Celle série converge uniformément sur la circonférence entourant 
le point rt, quel que soit le point x considéré à Textéricur de cette 
circonférence. On peut donc l'intégrer terme par terme le long de 
cette circonférence, après en avoir multiplié les éléments par le 
facteur borné f(^z)\ on a ainsi 



(>) Cf. Hermitr, /. de Crelle, t. 91, p. 61. 

Kn combinant la formule que nous allons trouver et celle que nous établirons 
plus loin (n® 203), on parvient à une expression des fonctions analytiques uni- 
formes ayant un nombre limité de points singuliers essentiels et une infinité de 
pôles sans point limite à distance finie. 

Voir aussi \ppell, A. M., t. I, p. m. 
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Ce développement converge si petit que soit \x — a |, puisque la 

discontinuité a est isolée : représentons-le par — vtTziGal ); 

Ga sera une fonction quasi entière. Désignons par — ZTziGi,^ . . . , 
— ^TzîGi les intégrales analogues. Dans tout le domaine CÊ), sauf 
aux points a, 6, ...,/, on a ainsi 

/(x) = ,rx) + G„(^)-....^G,(-^). 

Cette formule correspond à celle de la décomposition des fractions 
rationnelles en éléments simples ; les fonctions Ga, . . . , G/ sont res- 
pectivement caractéristiques de chaque discontinuité. 

Quand la fonction /(j;) n'a qu'un nombre fini de singularités, 
on peut étendre à Tinfini le domaine (0 où la fonction 'f (^) reste 
holomorplie : cp(:c)estune fonction entière. Cette fonction entière 
se réduit à une constante quand les singularités sont en nombre 
fini et à distance finie (*). 

2io. Considérons maintenant une fonction ayant des pôles ou 
des points essentiels, des lignes singulières ouvertes ou fermées, 
des espaces lacunaires, et comptons pour une singularité Tun 
quelconque de ces ensembles de points (on suppose que deux 
quelconques d'entre eux n'ont pas d'élément commun, et qu'ils 
n'ont pas de points à l'infini) (*). 

Une fonction analytique uniforme /{x) n'ayant qu'un nombre 
fini de singularités de ce type peut être remplacée par une somme 
de fonctions n'ayant chacune dans le plan qu'une seule singularité. 



(') La théorie des résidus (n<> 255) permet d'obtenir d'une manière analogue 
l'expression de toute fonction uniforme d'un point analytique (I** Partie, p. io3) 
n'ayant qu'un nombre fini de points singuliers sur une surface de Riemann. 
[Une fonction de la variable x est dite fonction uniforme du point analy- 
tique {Xyy), si elle reprend la même valeur lorsque le point {ce, y) décrit 
un cycle quelconque.] 

De môme les théorèmes de Wcierstrass et de Miltag-Leffler, relatifs à la décom- 
position en facteurs primaires et à l'expression des fonctions uniformes qui ont 
une inûnité de points singuliers, s'étendent aux fonctions uniformes d'un point 
analytique. Cf Appbll, A, M., t. I, p. ii3, iSa, i4i. 

(') La substitution habituelle ramène le ras où la fonction n^est pas régulière 
à l'infini à celui que nous étudions :f{x) est alors la somme de n fonctions dont 
l'une a pour lignes singulières plusieurs lignes ayant des points à l'infini. 
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En effet, reprenons la mélhode de Bourguet. Soient E^, . . . , E/ 
les ensembles de singularités, et a, ..., X des contours fermés 
contenant respectivement à leur intérieur ces divers ensembles ( ' ). 
La fonction f{x) est liolomorplie dans le domaine d'un seul tenant 
limité par les courbes a, . . . , X et un contour fermé arbitraire G les 
renfermant toutes à son intérieur. On a donc, en lout point x de 
ce domaine, 

La première intégrale est une constante, puisque la fonction /(j^) 
est régulière à Tinfini. Les autres sont des fonctions holomorphes 
à l'extérieur des ensembles E^, ..., E/, car on peut prendre les 
contours a, ...,). aussi voisins que Ton veut des éléments de 
l'ensemble, sans changer les valeurs que prennent ces intégrales 
pour des points x extérieurs aux contours. On a donc 

/{x) = f^C^-) -h. . .-h Of(x) -h C, 

Oa{x)^ . . . , <fi{x) désignant des fonctions qui sont respectivement 
holomorphes à l'extérieur de contours fermés déterminés (-). 

246. Théorème de Mittag-Lefjler. — Le développement d'une 
fonction analytique uniforme en série de Mac-Laurin a élé obtenu 

en remarquant que la fonction auxiliaire — — - est elle-même rcpré- 

sentable par une série entière uniformément convergente. Plus 
généralement, à lout développement de celle fonction auxiliaire en 
série de polynômes uniformément convergente dans tout domaine 
fermé extérieur au segment (i,-hoc), correspond, pour toute 



(*) Lorsqu*il se trouve, parmi les ensembles de singuluriléS) une ligne L qui 
est fermée, il n'y a pas lieu de s'occuper de la fonction à l'intérieur de t., 
puisqu'une fonction analytique définie à Texlérieur de L n'existe pas à son inté- 
rieur, au moins si l'on n'a pas généralisé la notion du prolongement ( 1'* Partie, 
p. 3a6). 

(>) C/. Paixlkvé, a. r., i888, B., p. ii8. — Cuiciiard, A, E, .V., i883, 
p. 307. 

Ce thjorème permet d'étendre à une singularité quelconque (point non isolé, 
ligne singulière, espace lacunaire) la définition de fonction caractéristique : 
dans tous les cas, celte fonction jouit des mêmes propriétés que dans le cas du 
point isolé. 
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fonction analjrtiqiio uniforme, un développement valable dans 
Téloile de M. Mittag-Leffler. Cette importante remarque, faîte 
par M. Borel, fournit une méthode presque intuitive pour établir 
le théorème fondamental de M. Mittag-Leffler relatif à la représen- 
tation d'une branche uniforme de fonction analytique (I*"*^ Partie, 
p. 3u5)C). 

Gardons les notations déjà employées. Soient 

V -0 

Télément qui définit la fonction analytique considérée, et a/ Tune 
quelconque de ses singularités. Formons V étoile principale ('^) 



(') Cf. Borel, A. E, A., 1899, p. 63, et les références déjà données (!'• Partie, 
p. 3a3). 

Dans ses premières Notes, M. Millag-Lerfler parvenait à ses divers théorèmes 
par l'usage exclusif des considérations élémentaires habituelles sur les séries de 
puissances. Dans une quatrième Note {A, M., t. XXVI, p. 353), il a recours 
à Vintégration cotre des limites imaginaires et obtient ainsi l'expression du 
terme complémentaire de ses séries sous une forme analogue à celle donnée par 
Cauchy pour le reste du développement de Taylor ou de Laurent (p. 108, note). 

Parmi les expressions analytiques propres à représenter des fonctions mono- 
gènes, rintégralc de Laplace-Abel (Laplack, Œuvres, t. VII; Adel, Œuvres^ 
t. II, p. 67) 

/ V{ax)e 'doy 

étudiée à ce point de vue par M. Borel {Séries divergentes) et M. Pbragmén 
(C. /?., 1901, I" semestre, p. 1396) est des plus intéressantes : le théorème de 
Cauchy conduit aussi M. Mittag-Leffler à une représentation fort simple d'une 
branche fonctionnelle au moyen de cette intégrale (Muttag-Leffler, loc, cit., 
cf, aussi C. /?., iyo3, i" semestre, p. 537). 

Si au lieu de chercher un protongement de l'élément initial ^{x) d'une 
fonction analytique f{x) valable dans toute l'étoile, on veut seulement un dé- 
veloppement qui dépasse le cercle de convergence de ^^(:r), en tout point non 
singulier, il suffit de considérer un développement de (i — j?)* convergent dans 
un cercle dépassant le cercle de rayon un, c'est-à-dire un prolongement de la 
série 1 -h a: -t-ar'-h. . .. M. Borel obtient une expression particulièrement simple 
de la fonction /(j7), en développant par la série de Taylor (1 — x)-' suivant les 
puissances de (i-f-x). {B, S. M., 1900, p. 200.) 

Cf. encore Lindklôf, B. S, M., 1901, p. 107. — Dell'Aonola, Annali di M., 
2* semestre, 1901, p. 237. — Laurent, J. M., 1902, p. .3o6, etc. 

C) L'étoile principale est celle qui a été définie (I" Partie, p. 323) sous le 
nom d'étoile. Cf. Mittaq-Leffler, A. M., t. XXIII, p. 48 ; t. XXIV, p. 200 et 219; 
t. XXVI, p. 3t>o. 
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appartenant à cet élément, en traçant les coupures recti- 
lignes Lrt. entre chaque point a, et l'infini ('), et désignons 
par f{x) la branche de fonction analytique uniforme correspon- 
dant à celte étoile. Appelons L|, L^ des vecteurs analogues au\ 
coupures h„. partant des points i et z; enfin posons 

(4) 7:^7 ==2^''^-^^ ==2 2^"''^'' 

n=0 n-:OV=:0 

^,Pn{^) désignant l'un quelconque des développements en série 
(le polynômes de la fonction —— dont on a justifié précédemment 

l'existence (P** Partie, p. 32 1) : cette série (4) converge donc dans 
tout le plan sauf sur L|, et elle converge uniformément dans tout 
domaine fermé simplement connexe intérieur à sa région de con- 
vergence (2). 

De l'égalité (4) on déduit 



5(1—-) « = 






n=o V— 



La série (5) converge pour toutes les valeurs de -> sauf pour 
celles qui correspondent à des points - situés sur le vecteur L| : 

donc elle converge, quelle que soit la position de x dans l'étoile, 
sur toute ligne C intérieure à l'étoile, entourant l'origine et telle 
qu'aucun des vecteurs du tjpe L^ issus des divers points de cette 
ligne ne passe pas le point x. Elle converge uniformément, en tout 
point X de l'étoile,* sur toute ligne fçrmée satisfaisant aux con- 
ditions ci-dessus. Pour obtenir un pareil contour G, on pourra 



(') Ces coupures rectilignes sont artificielles (T* Partie, p. 101); aussi on peut 
leur substituer des lignes A„-, lieux géométriques obtenus en multipliant par le 
nombre complexe a- les af fixes des points d'une ligne arbitraire A^ sans point 
double, allant du point 1 à Tinfini. 

On peut donc calculer la valeur de la fonction en un point quelconque de son 
domaine d'existence^ en modifiant la ligne L^ qui sert à former réloile, et dès 
lors les nombres c„^ correspondants. 

(') Par suite, la frontière de ces domaines n'a aucun point commun avec L,. 
(Les domaines fermés dont nous parlons sont conlinusi bornés, et contiennent 
leur frontière.) 
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tracer autour de l'origine et de chaque point a/ un cercle F et des 
cercles yi dont les rayons seront respectivement l'un aussi grand 
que l'on veut et les autres aussi petits que Ton veut, mener de 
l'origine les tangentes aux cercles y/, et regarder C comme formé 
par les portions de ces tangentes comprises entre F et les y/, les 
portions des y/ comprises entre les tangentes, et enfin les portions 
de F comprises entre les tangentes menées de O à des cercles tels 
quey/ety/+< (fig. 4). 

Fig. 4. 



Cela posé, dans la formule de Cauchj, 

/(.)=_!.. r /(fi rf., 

remplaçons ^__ par le développement (5). Puisque la série 

obtenue sous le signe d'intégration converge uniformément sur C, 
on peut permuter les symboles d'intégration et de sommation et 
écrire 



n=9 V=0 



par suite, en vertu de la formule (I™ Partie, p. 282) 
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on a bien ^ 

/i = V ~ 

Comme on Tavaii annoncé, la série qui représente la hranclic 
considéréey(j:) de la foiiclion analytique donnée a pour termes des 
polynômes dont les coefficients sont le produit des nombres ï'f^^(o}, 
caractéristiques de cette branche, par des nombres c,r, indépen- 
dants de/(x) et caractéristiques de la représentation adoptée pour 
la fonction auxiliaire (i — x)~* . Elle converge vers/(x) dans toute 
Tétoile, et elle converge uniformément vers cette limite dans tout 
domaine fermé intérieur (*). 

24-7. Le théorème que nous venons d*exposer permet, étanl 
données une suite indéfinie de polynômes 

(0) -j(x), 7rî(j™), ..., 7r,i(>), ... < v=o 



(•) L'étoile principale est un conlinuum limité, et les séries de M. Miliag- 
Leffler ccssenl en général, sur sa frontière, de converger ou de reprcsenier la 
branche de fonction analytique considérée. Aussi on peut se poser, relativement 
à cette frontière, une question analogue à celle qu'a traitée Abel {Œuvres, t. 1, 
p. 6i8) concernant les valeurs d'une fonction analytique sur la circonférence du 
corde de convergence de la série entière qui la définit. 

I^armi les sommets a de l'étoile principale, considérons les sommets a^ qui 
sont des pôles, et désignons par LM Tenscmble des coupures indéfinies L^ ou des 
portions de coupures L^^. telles que tous leurs points à partir de a^ soient de< 
points ordinaires ou des. pôles pour la branche /{x). M. Helge von Koch a 
montré que, moyennant un choix convenable des coefficients c„^, la série de 
M. .Mitlag-Leffler converge et représente f{x)^ non seulement à l'Intérieur de 
l'étoile principale, mais aussi en tout point de L^ où cette branche e5t 
holomorphe. 

Kn particulier, si la fonction est méromorphe dans tout le plan, L^ est la fron- 
tière complète de l'étoile : la série de M. Mittag-Leffler converge et représente 
la fonction dans tout le plan, sauf aux pôles {A. M., t. XXVII, p. 79). 

M. Painlevé est parvenu, par une méthode toute différente de celle de M. I!elj;c 
von Koch, à des réiultats analogues et même plus généraux. (C. li., 1902, 
i* semestre, p. 11; voir aussi même Tome, p. i5i.) 

On peut appeler étoile holomorphe celle de M. Mittag-Leffler, étoile méro- 
morphe l'ensemble de celte étoile et des lignes L^, étoile uni/orme celle à l'in- 
térieur de laquelle la fonction reste uniforme (ces étoiles se rapportant toujours 
à un élément initial déterminé). 



SKRIES DE LAURENT ET DE MITTAG-LEFPLER. APPLICATIONS. 11) 

qui convergent uniformément vers (i — x)"^ dans lout domaine 
fermé extérieur au segment (i,-|-ûo), et une branche uni- 
forme /{x) de fonction analytique définie par l'élément 

de former une seconde suite de polynômes 

ll,(j">, ..., II,,(.r), ... n;,rj-)=^Vv.«v:rv 

qui tendent vers /(j^) dans loutc Téloile appartenant à l'élé- 
ment ^S(x) et tendent uniformément vers /{x) dans lout domaine 
fermé intérieure celte étoile (*). 

D'aulre part, le raisonnement qui conduit à la formule de 
Laurent apprend à déduire de la représentation de la fonc- 
tion (i — x)~^ par une suite de polynômes iz^ du lype ci-dessus, 
une représentalion de toute fonction holomorplie dans une cou- 
ronne circulaire au moyen de la limite d'une suite d'expressions 
analytiques Un obtenues celte fois en ])osant 

Ces remarques ont permis à M. Pliragmén de déduire des pro- 
cédés de M. Mittag-Leffler une extension de la formule de Lau- 
rent (-). 

Considérons une fonction /{x)^ holomorplie sur une courbe 
régulière C, fermée ou non, ne passant ni à l'origine ni à l'infini 
et coupée au plus en un point par les rayons OM issus de l'origine. 
Sur chacun des rayons OM qui rencontrent C, il y a de part et 



(') On peut évidemment définir une série soit par ses élcmcnls u„, soit par 
les sommes 5„(.j„= M, H-. ..-+- a^_,), par suite introduire les polynômes />^(.r) ou 
les polynômes ic^ix). Ici il y a intérêt à se servir des polynômes ic^, car les 
coefficients des expressions n,^ se déduisent par une loi simple des coefficients des 
polynômes ic^. 

Avec M. Mittag-Leffler y nous appellerons parfois expression limite la limite de 
toute suite d^éléments ayant une limite. 

(M C. /?., 1899, I" semestre, p. i-iSJ. 
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d'autre du point d'inlerseciion de OM et de C un segment sur 
lequel la fonction f{x) reste holomorphe : l'ensemble de ces 
segments définit un domaine continu D qui va jouer le même 
rôle que l'étoile principale de M. Mittag-Leffler. 

A toute suite de polynômes n„(x) du type (6) correspond une 
suite d'expressions analytiques lln{x) du type (7), dont l'ex- 
pression limite représente f{x) dans D et qui converge unifor- 
mément vers J{x) dans tout dom,ai ne fermé intérieur à D. 

En effet, quels que soient les points x considérés à l'intérieur 
de D, on peut toujours définir un domaine ciD intérieur à D (sauf 
peut-être aux extrémités de C) contenant cet ensemble de points, 
et tel que sa frontière F soit coupée par tout rajon issu de l'ori- 
gine au plus en deux points (points situés de part et d'autre 
de C), passe par les extrémités de la courbe C si celte courbe 
n'est pas fermée, et soit formée d'arcs réguliers. Désignons par F, 
et Te les portions de F situées par rapport à G du côté de l'ori- 
gine et du côté opposé. 

Pour tout point x de Cô, on peut écrire 

y(,) = _L_. r/L£lrf, = J^ r/iiIrf,__L_. fli^d., 

ces intégrales étant prises dans le sens convenable. Or le quo- 
tient ^I^ ne peut devenir réel et supérieur à un quand z est 
sur F<.; même remarque pour z l x lorsque z est sur F/. On a donc 

OU bien, ù cause des hypothèses sur la convergence uniforme, 

/<'>"-.îiiU^*-(;)-*j(:,^'^-(i)-]- 

Les intégrales le long de F^ et de F/ peuvent être remplacées par 
des intégrales prises le long de C, que cette courbe C soit ouverte 
ou fermée, puisque les courbes C, F^, F/ ont mêmes extrémités 
quand elles sont ouvertes. On a donc bien 

f{x)= lim l\n{x), 
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les expressions Uft(x) étant définies par Tégalité (7) qui carac- 
térise la forme choisie pour ces expressions, et par les relations 



I — : / 



qui caractérisent la fonction donnée /(x) par rapport à la 
courbe C. 

248. Nous venons de nous occuper de la représentation des 
fonctions unifornfes; passons à l'étude de leurs propriétés et don- 
nons un théorème de M. Jensen relatif aux zéros et aux pôles 
d'une fonction méromorphe ('). 

Soit /(a:) une fonction méromorphe dans une circonférence C 
de rajon r ayant l'origine pour centre (nous supposerons cette 
fonction bien déterminée sur C); désignons par ai, ..., a,^, 
frij •••» bm ses zéros et ses pôles intérieurs à C comptés chacun 
avec leur degré de multiplicité (on peut admettre que l'origine 
n'en fait pas partie) (^). La formule de M. Jensen va résulter de 
l'évaluation de l'intégrale 

(8) I = flosAz)^ = i f'''\o^[Are^'^)] d^ {z = re^^), 

le long du contour C parcouru dans le sens direct : on suppose 
que la variable z part du point de coordonnées (r, o), et que l'on 
a bien fixé au départ la détermination de log/(r)» 
L'intégration par parties donne 

(9) I = [iosz\osAz)]c-f\osz'.Ç^dz. 

Représentons par logr un logarithme réel : la partie intégrée a 
pour valeur 

27zi[\ogf(r) -4-(/i — /?î)log/*] — i(n — m)TT* 



(•) Cf. Jensen, A. M,, t. XXII, p. 362. — Petersen, A. M., t. XXIII. — La 
démonstralion si simple que nous donnons ici est due à M. Goursat, B, D., 1902, 
p. 299. 

(^) Si l'origine était un zéro ou un pôle de /(a;), on raisonnerait sur la fonc- 
tion X? f{x), p désignant un entier négatif ou positif égal à l'ordre du zéro ou 
du pôle. 
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puisque log^ et ]og/(z) augmentent respectivement de 2Tzi et 
de 2{n — m)Tzi quand z décrit le contour G. 

Dans la formule (9), la fonclion sous le signe d'intégration est 
méromorphe dans le contour ABGDEFA formé par la circon- 
férence G, une circonférence y ^^ rayon très petit entourant 
Torigine, et deux segments infiniment voisins tendant à se con- 
fondre avec la partie positive de l'axe réel {fig- 5). Appliquons le 

Fig. 5. 




théorème des résidus (I'^*' Partie, p. 282) : l'intégrale prise le long 
de Y *end vers zéro avec le rayon de y» puisque l'origine n'est ni 
un zéro, ni un pôle pour/(5); la différence des intégrales prises 
le long des deux segments de l'axe réel parcourus en sens inverses 
a pour limite 27:/[log/(o) — log /('*)]• ^^ vient donc (T® Partie, 
p. 284), 



(tous les logarithmes ont des déterminations qui résultent de lu 
convention faite au départ). 

Portons cette valeur de l'intégrale dans l'égalité (9); puis, en 
nous aidant de la formule (8), égalons les coefficients de / dans 
les deux membres. La relation obtenue 

(10) — r'''jog|/(/-e'0)|^0 = logl/(o)| + Io^'|r''-'«^^^^L 
'>t^Jq \ ai.,, il;, I 

où ne figurent que des logarithmes ordinaires, est la formule de 
M. Jensen. On en déduit, en désignant par N(/) le maximum du 
module de la fonction /'(^) sur la circonférence G [et en suppo- 
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sanl/(o) = i], l'Inégalité souvent utile 

ai,,. Uni /•'*-"» ' 

Quand la fonction f(x) est entière, l'inégalité se réduit à 

\a^..,an\^ /"* ' 

elle est alors vérifiée pour toutes les valeurs de /• et de Tindlce n 
correspondant. 

§ III. — SÉRIE DE LVGRANGE. 

249. Soient rt et a deux paramètres et /{x) une fonction ana- 
leptique uniforme dans un domaine cQ), régulière en tout point de 
ce domaine. Lagrange (') a établi une formule célèbre qui permet 
de représenter par une série, ordonnée suivant les puissances de a, 
une racine convenable de l'équation 

(i) F{x) = a: — a — 0Lf{x) = o, 

et même une fonction holomorplie quelconque de cette racine (^). 
Aujourd'hui de nombreuses méthodes permettent d'obtenir le 
développement trouvé par Lagrange, de distinguer nettement la 



(*) Mémoires de VAcad. de Berlin, t. XXIV, p. aSi; 1770 {Œuvres, édit. 
Serrct, t. III, p. 24) et Résolution des équations numériques, Noie XI {Œuvres, 
t. VIII, p. 26-i). Cf. aussi t. IX, p. iG3 (où Lagrange reproduit une démonslralion 
de Laplace, démonstration insuflisante du reatc, comme l'a montré Cauchy). 

A la fin du xviii* siècle, on ne se préoccupait guère de la convergence des 
développements : comme toujours, c'est Cauchy qui a précisé celte question et a 
appris dans quels cas la formule de Lagrange converge, en même temps qu'il en 
donnait plusieurs démonstrations. Ces preuves reposent soit (1827) sur le Calcul 
des résidus {Mémoires de l'Institut, t. VIII, p. i3o; iSiy), soit encore (i83i) sur 
la Théorie des intégrales définies {Mémoires sur la Mécanique céleste; Exer- 
cices d* Analyse et de Physique, t. II, édit. de i8.<i), soit sur des remarques 
élémentaires sans considérations d'intégrales {Exercices, etc., t. I, p. 269, édit. 
de iS'io). Cf. aussi ses rapports sur deux Mémoires de Cuio (C H., iS'iO, 
2* semestre, p. 490; i852, i*' semestre, p. 804). 

C'est réquation de Kepler u — 6sina = nt qui avait donné naissance au pro- 
blème : on se proposait de développer l'anomalie excentrique u suivant les puis- 
sances de Texcentricité. 

(*) Le but de la formule est d'abord de donner une expression simple aux 
coefficients du développement, développement dont l'existence a élé juslifiée 
plus haut. Nous savions déjà représenter par des intégrales les fonctions holo- 
raorphes des racines de F (a:) (I" Partie, p. 287). 

F. - II. 9 
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racine à laquelle il s'applique, de fixer les conditions de sa con- 
vergence et une limite supérieure de l'erreur commise lorsqu'on 
y prend un nombre limité de termes : voici celle qu'a proposée 
M. Rouché(*). 

Désignons par C un contour fermé qui ne sorte pas de (D et qui 
renferme le point a à son intérieur. Si l'on a déterminé un nombre 
positif 5 assez petit pour que, dans l'ensemble | a | < S, on ait en 
tous les points x de C, l'inégalité 

|a/(^)|<|:r--a|, 

l'équation (i) a une seule racine à l'intérieur de C, puisque l'équa- 
tion x=ia n'a qu'une racine dans ce contour [V^ Partie, p. 288). 
C'est à cette racine bien déterminée (racine qui tend vers a 
quand a tend vers zéro) que s'applique la formule de Lagrange; 
nous la représenterons par la lettre x^ et nous appellerons ^{x) 
une fonction holomorphe arbitraire de cette racine. 

Pour obtenir son expression, suivons encore la méthode qui a 
conduit aux formules de ïaylor et de Laurent : envisageons la 

fonction ^ /^ > qui est holomorphe dans C sauf au pôle x^ et pre- 
nons-en l'intégrale le long de C. Le théorème des résidus donne 

1TU -':-- - = / * ~z — dz. 






Le développement du premier membre devant procéder suivant 
les puissances de a, nous transformerons le second au moyen de 
ridentité 

I _^ ^ g /( Z ) ___ OL^f"(z) 

z — a — vLf{z)~z — a ' { z — a )* ' ' ' ' {z — a)'^^ ~^"" 

En vertu des hypothèses, dans le domaine |a|<;ô, cette pro- 
gression converge uniformément sur le contour G; l'uniformité de 



(») RoucHÊ, /. E. P., XXXIX» Cahier, p. 194 ; 1861. — Hermite, Cours, etc., 
4' édit., p. i8a. 

Citons encore : Cmo, C. B., 1846 et iSôa; Savants étrangers, t. XII, p. S^o; 
Atti délia A. d. 5. di TorinOy 1871-1873, p. 647 (voir aussi au Tome suivant, 
p. 18, une Note de Gknocciii). — Genogcui, C, /?., 1873, a» semestre, p. i54i- — 
TcwEBYCUKF, Œuvres, t. I, p. a5i. — Heine, /. de Crelle, t. 54, p. 388 (il y 
obtient la formule de Lagrange par le Calcul des variations). — Nkkrassoff, 
Af. A., t. XXXI, p. 337. 
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la convergence subsiste, quand on en multiplie les éléments parle 
facteur borné ^{z). On peut donc intégrer la série terme par 
terme, ce qui donne 



(A) 






Dans cette formule, les coefficients J/, sont représentés par des 
intégrales que Ton peut faire disparaître par la méthode habi 
tuelle (l^^ Partie, p. 290). Pour cela, reprenons les égalités 

et remplaçons-y 9(3) par rf(^z)/"(z). Il vient 

j __p. [?(^)/"(^)] . 
'* «1 ' 

d'où la nouvelle formule 

n = 

Pour que cette relation serve au développement d'une fonction 
holomorphe donnée J'(^), il faut préalablement y rattacher la 
fonction <f(x) au moyen de l'égalité ç(^) = F^-^) ^(•^)- P^** cette 
substitution, la formule (B) d(3vient 

Mettons cette série sous une forme plus simple; elle peut 
s'écrire 

<Ka.) = 4-(a) + 2^D3['l'(«)/"(«)]-_2^i^2['K«)/''(«)/(«)]; 

ou bien, en l'ordonnant par rapport à a (et en remplaçant dans le 
premier symbole de sommation n par /i + i), 
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OU bien, en enTectuanl les réduclions dans la parenthèse, 

(G) 4-(x) = ^(a) +2^^^^, D3[f («)/«+'(a)]. 

n-O 

25U. Laplace a étendu la formule de Lagrange aux fonctions de 
plusieurs variables. M. Darboux et ensuite Stieltjes ont donné aux 
résultats une forme simple, en substituant à la fonction dont on 
cherche le développement le produit de cette fonction par un 
certain déterminant fonctionnel ('). 

2ol. Première application : Mouvement des planètes. — 
Désignons par nt l'anomalie moyenne, par a et a> l'anomalie 
excentrique et Tanomalie vraie, par /* la distance de la planète au 



(*) Cf. Darboux, C. /?., 1869, 1" semestre, p. 824. Voici les résultats de 
Stieltjes. 

A réquation a? = a -h (xf{x) correspond le développement (C); en le dérivant 
par rapport à a, on obtient, après avoir remplacé /i -f- 1 par n et ^'{x) 
par V{x) 

dx _ %-» a*» rf" 
da ~ 



»'(-^) ^ = >; ih -j;-» ["(«)/"(«)] •■ 



c'est la formule de Lagrange ainsi transformée dont la généralisation est simple. 
Supposons que les /• variables x, y, 5, ... soient liées aux r variables a, 6, 
Cy ... par les r équations 

x = a-h<x/{Xyy,z, ...), 
y = b-h?'r{x,y,z, ...), 



on en déduira 



V{Xyy,z, ...) 



n=zO p — ù 



dx dx dx 

da dô 7ïc 

dy dy dy 

da db de 

dz dz dz 

da db de 



a'^'^f' 



n\p\... 



d-^p^'-'[V{a,b, 



..)/-{a.b, ...)oP{a.b, ...)] ^ 
da" dbi' ... 



F{Xyyj ...) désignant une fonction arbitraire des racines x, y, .... 

Stieltjes obtient cette généralisation par deux méthodes : la première est restée 
inédite [M. Poincaré Ta rendue rigoureuse à l'aide de sa Théorie des résidus des 
intégrales doubles {A. Af., t. IX, p. ob-j)]; pour la seconde, c/. A. E. N., i885, 
p. 9a. Voir aussi Picard, Analyse, t. II, p. a65. 
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Soleil : les relations fondamantalcs qui régissent le mouvement 
des planètes peuvent s'écrire 

P 



u — e sinu = nt, r = a(i — ecosu)^ 



1 H- e cosoj 



L'application de la formule (C) donne immédiatement u, cosr/, 
r, Cl) en fonction de nt au moyen de séries entières en e; par 
exemple, de l'équation de Kepler on déduit les développements (') 



2! 2 



-^ ri— r ( 5*sîn5«^ — 5.3* sin 3/1^ -h — ^sinn^) -h.. ., 
^ : ?> \ 1.2/ ' 

^ ^i 

cos M = cos /if -h - ( cos 2 /i ^ — I ) H ( 3 cos 3 71/ — 3 cos wn 4- . . . . 

2 2.2* "^ 

Le premier, Laplace a montré que ces développements con- 
vergent tant que e reste inférieure à 0,662 742. . . . 

Seconde application : Polynômes de Le gendre, — Dans ses 
recherches sur l'attraction des sphéroïdes et la figure des planètes, 
Legendre a fait connaître les propriétés de fonctions algébriques 
remarquables, auxquelles on a donné son nom (2). Il les intro- 
duisait en développant suivant les puissances de z la fonc- 
tion (1 — ^xz-^-z^) ^, et les représentait par X" (où n est un 
indice). Voici comment Jacobi a rattaché leur déHnilion à la 
formule de Lagrange ('). 



(*) Pour les détails de ce calcul et de plusieurs aulres, cf. Laqranqe, Ac. de 
Berlin, t. XXV, p. 204 ; 1771 {Œuvres, t. III, p. ii3). — Laplace, Mécanique 
céleste, t. I et t. V (supplément). — Cauchy, toc, cit. — Hermite, Cours, etc., 
4* édit., p. 184. 

(2) Leoendre, Savants étrangers, t. X; Mémoires de l'Académie, 1784 
et 1789, ou mieux Exercices de Calcul intégral, t. II, p. 247 et 263 (édil. 
de 1817) où les résultats sont groupés. On les obtient simplement sans passer 
par la formule de Lagrange. Cf. Poincaré, Potentiel newtonien, p. 44- 

(*) Jacobi, /. de Crelle, t. 2, p. 2ri3; 1827. Voir aussi Cauchy (1827), Mémoires 
de V Institut, t. VIII, p. 118. — Darboux, J. M., 1878, p. 20. 
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Remplaçons dans rëqualioo (i) f{x) par — ^^- La racine de 

Téquation ainsi transformée qui tend vers a, quand a tend vers 
zéro, a pour expression 



VT 



2<i a -H a= 



c'est à elle que se rapporteront les développements. Prenons-les 
sous la forme (B), et donnons à ^{x) la valeur un. F'(x) se 
réduit à i — a:r ; la formule (B) devient donc 

I _ "^ a"n';(a«— i)« 

Les coefficients des diverses puissances de a représentent les 
polynômes de Logendre : en remplaçant la lettre a par x, on voit 
quMIs sont définis par les égalités 

Il eût été plus difficile de mettre en évidence celte forme si 
simple en développant directement par la série de Mac-Lauriu 
Firrationnelle qu'ils servent à représenter (*). 

§ IV. — Extension de la notion de résidu. 

252. Au Livre précédent, nous avons défini avec Caucliy le 
résidu d'une fonction analytique uniforme f{x) en un pôle a : 



(*) Groupons quelques propriétés de ces fonctions, que Jacobi qualifie de 
merveilleuses. 
L'équation X,^=o a ses racines réelles, distinctes, comprises entre — i et i. 
Entre trois polynômes consécutifs, on a la formule de récurrence 

(rt-M)X„^,-(2/i-hi)X„-+-«X„_,==o. 

Le polynôme X^ satisfait à l'équation diiïérenticlle 

( j:' — I ) y' -^ 2 JT ^'' — « ( ;i -4- I ) ^ = o. 



On a 

s: 

plus généralement / \„/{x) dx est nul, quand /(a?) est un polynôme 
«_' « 



,4-1 ; o, SI '«;;/', 

' / » SI n = p; 



de 
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c'est le coefficient du terme en (x — a)"' dans la partie prin- 
cipale relative à ce pôle (* ). 

Le théorème de Laurent permet d'étendre cette définition à 
toute singularité isolée (2), puisqu'il fait correspondre à toute 
discontinuité de ce type une fonction holomorphe en (x — a)"*, 
caractéristique de la singularité. Il n'y a rien à changer, ni à 
l'énoncé du théorème des résidus (I" Partie, p. 282), ni à sa 
démonstration, car, dans le voisinage de la singularité, on peut 
écrire 

/(x) = $(.) + G„(^)=(P(x).--i'--^D.Q(^). 



degré inférieur à n (cette propriété caractérise les polynômes de Legendre). 
Le polynôme X„ est le dénominateur de la réduite d'ordre n de la fonction 

/*"*"* dz , x-hi /i I I \ 

/ = log = 2( - -h — - + ^r-r -h... )» 

comme l'ont montré Tchebychef et Heine. 
Laplace l'avait représenté par l'intégrale 






do 



yx -{- v'j:- — I COS9} 



où Ton a cboisi arbitrairement la détermination du radical; le signe à prendre 
devant l'intégrale est le même que celui de la partie réelle de x^ partie réelle 
que Ton suppose didérente de zéro, car sur l'axe imaginaire, l'intégrale n'a pas de 
sens (cet axe est une ligne de discontinuité pour l'intégrale). 

De ces polynômes on passe aux fonctions de Laplace (P* Partie, p. 196), en 
remplaçant x par coso cosO + sino sinO cosA (qui est l'expression du troisième 
côté d'un triangle sphérique, dont les deux autres 9 et comprennent Tangle A). 

L'expression explicite des polynômes X„ est 



„ _ 1.3. 5.. .(2 



.n L 2 ( 2 w — I ) 

Al ( /?. — 1 ) ( n — a ) ( Tï — 3 ) 



i.!\.{'in — 1 ) ( 2 n — 3 ) 



-.-...]. 



Cf. Leoendue, loc. cit. — Heumite, Cours, etc., p. ii3 et 194. — Jordan, 
Analyse, t. II, p. 289, etc. 

(*) Caucuy, Œuvres, 2* série, t. VI, p. 2\ et i4i; t. VII, p. 291; t. VIII, 
p. 196, etc. 

(^) Nous supposons cette singularité isolée de toute autre discontinuiLc, même 
polaire (I'« Partie, p. 60). 

Nous verrons plus tard que le résidu d'un point singulier isolé d'une fonction 
uniforme, qu'il soit pôle ou point essentiel, fournit une période pour l'intégrale 
d'une telle fonction. 
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Q( _ j représentant une fonction uniforme, et par suite dé- 
composer encore l'intégrale qui intervient dans cette démonstra- 
tion en trois parties, dont une seule (celle qui renferme le 
résida A,) peut ne pas être nulle. 

Remarquons seulement que, si le calcul numérique du résidu 
est facile dans le cas du pôle (*), il est, en général, impossible de 
relTectuer par des opérations élémentaires quand il s'agit d'un 
point essentiel. 

De cette défînitlon du résidu d'une fonction analeptique uni- 
forme, relatif à une singularité isolée a, il résulte qu'on peut le 
représenter par l'intégrale 



(•> 5Î7//(^> 



dxj 



celte intégrale étant prise dans le sens direct le long d'une 
circonférence G/, n'ayant à son intérieur que là seule disconti- 
nuité a, 

Cetle remarque conduit à étendre la notion de résidu aux points 
singuliers et même aux ensembles de singularités de nature quel- 
conque. Etant donnée une fonction f{x), on dira dans tous les 



( • ) Pour calculer le résidu d'une fonction f{x) rclalif à un pôle simple a, on 
met la fonction sous la forme ff{x) :^{x)y o{x) étant différent de zéro en a, 
et ^{x) étant une fonction holomorphe qui admet la racine simple a; des lors, 
le résidu R^ a pour valeur «(a) : ^'{a). 

Dans le cas du pôle d'ordre n, on peut poser a? — a -t- A et chercher directement 
le coefficient du terme en A-* dans le développement de /(a + /i) suivant les 
puissances négatives et positives de h. On peut aussi, comme dans la décompo- 
sition des fractions rationnelles, appliquer la formule 

qui résulte de la comparaison des égalités 



ç(x) = c?(a)-*- (a: — a) ?'(«)+••. 

(x — a)"-* (x — aY 



(/i~i)! 



ç'»[aH-6(a: — a)]. 
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cas que le résidu de cette fonction relatif à une singularité ou 
à un ensemble de singularités est défini par V intégrale (i), 
cette intégrale étant prise dans le sens positif le long de la fron- 
tière d'un domaine contenant cet ensemble de singularités, comme 
nous allons l'expliquer. 

Celte généralisation est naturelle, car la propriété caracléris- 
tique des résidus (T* Partie, p. 28a) s'applique aux résidus ainsi 
envisagés. 

253. Prenons d'abord un point singulier non isolé, à distance 
finie, d'une fonction analytique uniforme. L'intégrale (1) varie 
avec le rayon de la circonférence C« : on ne peut fixer de nombre /• 
tel qu'elle ne change plus, quand le rajon de C^ diminue à partir 
de r. Mais à toute circonférence de rayon déterminé correspond 
une intégrale (i) déterminée : elle représentera par définition 
le résidu relatif à l'ensemble des singularités intérieures à ce 
cercle (*). 

De même pour obtenir le résidu relatif à une ligne singulière 
ou à un espace lacunaire, sans point commun avec un autre 
ensemble de singularités, on prend pour contour C<, une courbe 
fermée entourant cette ligne ou la frontière de cet espace lacu- 
naire (^). 

2o4. Envisageons maintenant le point à l'infini, et supposons 
d'abord que ce point soit un point ordinaire ou une singularité 
isolée. On peut alors tracer une circonférence G de rayon assez 
grand pour que les singularités de la fonction, à distance finie, 
soient toutes à son intérieur : la région du plan extérieure à C 
formera le domaine du point infini; un mobile en parcourra la 
frontière dans le sens positif, lorsqu'il se déplacera de manière à 
avoir à sa gauche le domaine entouré. 

D'après la règle énoncée, l'intégrale 



' I f(^) dx. 



(•) Cf. GuiCHAHD, A. E. A\, i883, p. 3i5 {^voir au n» 296, note, une classifi- 
cation des singularités). 
(•) Painlevé, a, t., 1888, B., p. 118. 
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prise le long de C dans le sens de la flèche {fig. 6), représentera 
le résidu R„ du point infini, que ce point soil singulier ou non. 
De là divers procédés, en dehors du calcul direct de l'intégrale 
ci-dessus, pour l'évaluation de ce résidu. Ainsi : 

1** Le résidu est égal au coejjicient du terme en j;*"*, changé 
de signe, dans le développement de la fonction suivant les 
puissances négatives et positives de x. 

En effet, à l'extérieur de la circonférence C, la fonction f{x) 

Fig. 6. 




est régulière, sauf peut-être à Tinfini; on peut donc, à Teitérieur 
de ce cercle, lui appliquer la formule de Laurent 

H- 00 

( n 
V= — 

I • 

On en déduit, en intégrant le long de la circonférence C dans le 
sens indiqué, 

R« = — U / y «v^^ dx. 

Il suffit de s'occuper du terme a_\X~^ ; on a donc bien 

R« = — a_i. 

En particulier, dans le cas du polynôme, le résidu du pointa 
l'infini (qui est un pôle) est nul. 

2® La somme des résidus relatifs aux singularités à distance 
finie (51^) ^^ ^^ résidu du point à V infini est nulle ('). 



C) Ce théorème s'élend à une surface de Riemann. Soient /(a;,^) = o l'équa- 
tion qui la définit, et v une fonction uniforme du point analytique (^f>')) 
n'ayant qu'un nombre fini de singularités (polaires ou essentielles). La somme 
des résidus de la fonction v^ en tous les points de la surface de Riemann, à 
distance finie ou infinie, est nuUe. 
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En efiet, le théorème ordinaire des résidus donne 



^._^/(.)./.=-2r, 



la circonférence C étant toujours parcourue dans le sens de la 
flèche, et par suite 

Si le point à Tinfini est une singularité non isolée, la fonction 
a alors par exemple une ou plusieurs lignes singulières L a^'ant 
des points à l'infini. Dans ce cas, on prendra pour frontière C du 
domaine du point à Pinfini un contour fermé entourant toutes les 
singularités sauf L, et on la parcourra dans le sens direct relative- 
ment au point à Tinfini (sens de la flèche). On voit que la somme 
de tous les résidus est encore nulle. 

Remarquons enfin que si, en tout point ordinaire à distance 
finie, le résidu d^une fonction est nul, il n*en est pas de même à 
Finfini; ainsi la fonction _ . > régulière à l'infini, a en ce point 
pour résidu a — 6. 

2o5. D'après les considérations précédentes, pour définir le 
résidu d'une fonction uniforme ou multiforme relatif à un point 
ordinaire ou singulier, à distance finie ou infinie, il suffit de définir 
la courbe C avoisinant ce point (nous avons appelé domaine de ce 
point la région qu'elle limite), et d'avoir recours à l'intégrale (i). 

Prenons une fonction algébrique y de or, racine d'une équa- 
tion /(^^y) = o^ ou plus généralement une fonction i^ de a; 
et y, uniforme sur la surface de Riemann correspondant à l'équa- 
tion donnée, c'est-à-dire ne prenant qu'une valeur en chaque 
point {x^y) de cette surface. 

1° Soit (^OîJKo) un point ordinaire de cette surface : le domaine 
de ce point sera formé par les points de la surface situés sur le 
même feuillet que le point (^01^0)7 à l'intérieur d'un cercle de 
centre Xq et de rayon p assez petit pour qu'il ne renferme aucun 
point singulier de la fonction algébrique (*). 



(*) Notons qu'une /o/ic/to/i uniforme d'un point analytique (a:, y) esl dans 
un pareil domaine une fonction uniforme de x. 
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Ce point ordinaire de la surface peut être pour la fonclion r un 
point ordinaire ou singulier. Si le point est ordinaire, le résidu 
est nul. S'il est singulier, supposons-le isolé. La fonction r est 
alors développable dans le voisinage de ce point par la formule de 
Laurent, puisque dans ce domaine v est une fonction uniforme 
de X, avec la singularité isolée ^Tq ; on a ainsi 

suivant que la singularité est polaire ou essentielle. Dans les deux 
cas, a_i est le résidu cherché. 

2® Soit (xo,j^o) "ïï point de ramification de la surface de Rie- 
mann, autour duquel/? feuillets s'échangent. Le domaine de ce 
point sera l'ensemble des points, appartenant aux p feuillets, dont 
la distance au point Xq ne dépasse pas le nombre p : sa frontière 
est formée de p circonférences égales et superposées que l'on doit 
parcourir en changeant de feuillet, dans l'ordre voulu, après chaque 
circulation. 

Pour calculer le résidu, on remarque que les p déterminations 
de jK sont fournies par des séries de la forme (I*^*" Partie, p. 294) 

1 « 

J^— Jo= aLi{x — Xo)7' -h a^ix — To)T' -h 

Posons X — Xo= x'P; chaque racine j', et par suite i', est fonc- 
lion uniforme de x'. Si, dans le voisinage du point x'=o, la 
fonction v est développable en série entière par rapport à x', le 
point Xq sera un point ordinaire pour celte fonclion r. Dans le cas 
contraire, Xo sera un point singulier. Supposons-le isolé : alors, 
la formule de Laurent est applicable pour des valeurs suffisamment 
petites de x' ; elle donne, suivant que l'on a affaire à un pôle ou à 
un point essentiel, 

■4-» -4-00 V 

v= ^ ay.v"*= ^ a^{x — Xof. 

fn i n 

•0 ~ I • 

Dans les deux cas, le résidu a pour valeur />a_^, puisque, dans 
l'intégration à laquelle conduit la définition du résidu, tous les 
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termes provenanl du développement ci-dessus, à l'exception du 
terme en {x — -^o)~*> ont des intégrales nulles. 

Des considérations analogues permettent le calcul du résidu 
du point à l'infini, que ce point soit ordinaire ou singulier sur la 
surface de Riemann, lorsque ce point est un point ordinaire ou 
un point singulier isolé pour la fonction c. 

236. La notion d'ordre peut être généralisée, comme l'a été 
celle de résidu, et, d'après le même principe, c'est-à-dire en 
rattachant sa définition à celle d'une intégrale. 

Quand un point est pour une fonction uniforme un point ordi- 
naire (sans être une racine), une racine ou un pôle, on dit que 
l'ordre de la fonction en ce point est égal à zéro, au degré de 
multiplicité de la racine, au degré d'infinitude du pôle changé 
de signe (T* Partie, p. 6i, note). Par suite, l'ordre dans un 
domaine d'une fonction f{x) méromorplie dans ce domaine 
est regardé comme égal à la somme des ordres de la fonction aux 
différents points du domaine, ou encore à l'excès du nomhre des 
racines sur le nombre des pôles. C'est dire (l^* Partie, p. 288) 
que l'ordre de cette fonction en un point ou dans un domaine est 
représenté par l'intégrale 

prise dans le sens positif le long d'une circonférence entourant le 
point ou le long de la frontière du domaine considéré. 

Cette intégrale (2) servira de définition à l'ordre d'une fonction 
non méromorphe relativement à un point singulier de nature quel- 
conque, à une ligne singulière, à un espace lacunaire : on la prendra 
le long d'un contour fermé entourant la singularité considérée. 

Comme pour les fonctions méromorphes (*) la somme des 
ordres d^ une fonction analytique uniforme, à l^ intérieur d'un 
domaine, est égale et de signe contraire à la somme des ordres 
à l^ extérieur de ce domaine. 



(*) Il est évident que l'ordre oe représente plus la difTéreoce entre le nombre 
des zéros et le nombre des pôles. L'intégrale qui le définit varie avec le contour; 
par exemple, s'il s'agit d'un point singulier non isolé, l'ordre comme le résidu 
varie avec le rayon du cercle entourant la singuiariié. 

Cf. CuiciïARD, A,E. A*., i883, p. 3ij. — Painlevé, A, T., 1888, p. i23. 
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Par suile, dans tout le plan, la somme des ordres d'une pareille 
fonction est nulle. 

2o7. Quand on connaît la nature des singularités d'une fonc- 
tion à l'intérieur d'un contour, les remarques précédentes per- 
metlent dans certains cas de déterminer le nombre de ses racines. 

Considérons, par exemple, une fraction rationnelle. Elle n'a à 
distance finie ou infinie d'autres singularités que des pôles. Or, la 
somme de ses ordres est nulle. Donc le nombre total des racines 
de la fonction est égal au nombre de ses pôles, en tenant compte 
du point à l'infini (qui peut être un zéro, un pôle, ou un point 
ordinaire). 

En particulier, tout polynôme de degré m a m racines, puisqu'il 
a pour unique singularité le point à l'infini, et que ce point est 
un pôle d'ordre m (*). 

On en conclut aussi que le nombre des racines de l'équa- 
tion /(x) — c = o, où c désigne une constante arbitraire et/{x) 
une fraction rationnelle, est égal au nombre des pôles de cette 
fraction. Donc une fraction rationnelle prend toute valeur, Jinie 
ou in/înie, le même nombre de fois. 

§ y. — APPLICATION A l'évaluation DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

238. Soient O^ et Oy deux axes de coordonnées rectangulaires. 
Calculer une intégrale définie portant sur une fonction réelle /(x) 



( * ) Voici une troisième démonstration du théorème de d'Alembert ( T* PartiC} 
p. 287) reposant sur le calcul direct du résidu du point à Finfini. 

Traçons une circonférence qui renferme à son intérieur toutes les racines du 
polynôme P(^) de degré m (ce tracé est possible, [puisque le polynôme ne peul 
s'annuler pour plus de m valeurs ). A Textérieur de cette circonférence, la fonc- 

P'(x) 
lion — — r- est holomorphe, et peut être développée par la formule de Laurent. 

On a ainsi 

V(x) a. <7, 

— 1 — 1 — -J ^ — = -f- . . . . 

P ( a; ) X X' 

Le coefficient a, est égal à m, comme on le voit en multipliant les deux 
membres de l'identité par x^ et en faisant croître x indéfiniment; donc, le résidu 
du point à Tinfini a pour valeur — m. La somme totale des résidus est nulle; 

donc la somme des résidus de ^ — !- relatifs aux pôles à distance finie, et par 

suite, le nombre des zéros de P(a7), est égal à m. 
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d'une variable réelle Xy c'est l'évaluer le long d'un segment de 
l'axe des x. On peut considérer ce segment L comme faisant 
partie d'une infinité de contours fermés, polygonaux ou curvi- 
lignes, dont nous désignerons les autres portions par L', L'^, .... 
Si la fonction f{z) est analytique uniforme dans le domaine 
limité par un de ces contours, et est bien déterminée (P* Partie, 
p. 379) sur sa frontière, la somme des intégrales le long des 
lignes L, L', . . . , parcourues dans le sens direct, se ramène à 
une somme de résidus (P® Partie, p. 282). 

Il arrive souvent que grâce à un choix judicieux du contour, il 
est plus simple d'évaluer l'intégrale de la fonction donnée le long 
des lignes U, L", ... et de calculer les résidus relatifs aux discon- 
tinuités intérieures à ce contour, que d'évaluer directement l'inté- 
grale de la fonction donnée le long du seul segment L. Dans ce 
cas, la théorie des résidus fournit une méthode avantageuse pour 
la recherche des intégrales définies. 

Avant de l'appliquer à des exemples, remarquons que l'inlé- 
grale d'une fonction f{^)y prise le long d'une circonférence C 
(ou d'un arc de cercle) ayant l'origine comme centre, a zéro pour 
limite lorsque |5/(5)| tend lui-môme vers zéro sur C. En eflet, 
appelons M une limite supérieure de \z/{z)\ sur C; le module 
de l'intégrale de la fonction /(-), prise le long de la circonfé- 
rence entière, n'atteint pas 2tM, et, dès lors, il tend vers zéro 
avec M. On applique fréquemment cette remarque à des circon- 
férences dont le rayon tend vers zéro ou l'infini. 

2o9. Problème I. — Étant donnés deux polynômes P{x) 
et Q(a:), évaluer Vintégrale 

On suppose que Vintégrale a un sens, par suite que le déno- 
minateur de la fraction rationnelle n'a pas de racine réelle, 
et que son degré surpasse d'au moins deux unités celui du 
numérateur. 

Considérons un segment arbitraire AB de l'axe réel ayant son 
milieu à l'origine O, et décrivons sur AB comme diamètre une 
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demi -circonférence G. La fonction /(z) est analytique et uniforme 
dans le domaine limité par le contour ABCA, et elle est régulière 
sur ce contour; on a donc 

VR désignant la somme des résidus relatifs aux pôles de/(w) 

intérieurs au contour ABCA. 

Lorsque le rayon OB de la circonférence C grandit indéfiniment, 
la première intégrale a pour limite I ; la seconde a pour limite zéro, 
puisque |-3y(5)| tend vers zéro quand l^l croît indéfiniment. 
L'intégrale cherchée 1 s'obtient donc en multipliant par ir.i la 
somme des résidus relatifs à tous les pôles de/(;;) situés au-dessus 
de l'axe réel. 

260. Problème IL — Evaluer V intégrale 

^= I f{5inXjC0sx) dXf 

«-a 

a désignant un nombre réel, et /(sinx, cosx) une fraction 
rationnelle en ^mx et cosx. 

Supposons la fonction /choisie de telle façon que l'intégrale ait 
un sens, et utilisons pour le choix du contour \di périodicité deh 
fonction /, En prenant comme contour un rectangle ABCD dont 
la base AB soit un segment de l'axe réel ayant pour longueur ar, 
les intégrales de la fonction /(sin^, cos;;), évaluées le long de BC 
et de DA, se détruisent. Celte fonction /étant analytique et uni- 
forme dans le rectangle ABCD, et pouvant être regardée comme 
régulière su» son périmètre (si elle avait des singularités sur BC 
et DA, on déplacerait le rectangle d'intégration, en faisant 
glisser AB sur Taxe réel, ce qui ne changerait pas l'intégrale 1), 
le théorème des résidus donne 

I = 27:i^R4- / /(sina7-h eVi, cosa? + f/fc) ctr, 

h désignant la hauteur du rectangle, et VR la somme des résidus 
de la fonction / relatifs aux singularités intérieures au rectangle. 
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Par un choix convenable de A, on rend souvent immédiat le 
calcul de cette dernière intégrale (*); tout est donc ramené en ce 
cas à Tévaluation d'une somme de résidus. 

Remarque. — La substitution (e**, a?) transforme l'intégrale 
rcctiligne proposée en une intégrale prise le long d'une circon- 
férence ajant l'origine comme centre et l'unité comme rayon. De 
là UD autre procédé, reposant lui aussi sur le calcul des résidus, 
qui permet d'obtenir I. 



Évaluer V intégrale 




P(rr) et Q(:f) sont des polynômes; Q{x) n*a pas de racine 
positive et le degré de Q surpasse celui de P {sinon, r inté- 
grale n^aurait pas de sens). 

Utilisons pour le choix du contour la périodicité de 6^, et inté- 
grons le long du périmètre d'un rectangle ABCD, de hauteur an, 
dont la base soit un segment AB de l'axe réel ayant son milieu à 
l'origine O (B est situé du côté des x positifs). 

Quand OB grandit indéfîniment, l'intégrale le long de BC tend 
vers zéro, puisque a est inférieur à l'unité, et que le degré de P(^) 
est moindre que celui de Q(^). Quand OA grandit indéfiniment,, 
l'intégrale le long de DA tend vers zéro, d'après l'hjpothèse a > o- 
On a donc 

en appelant ^R la somme des résidus relatifs aux discontinuités^ 



( > ) Par exemple, on fait souvent h = ao, parce que | sin^ | dépasse lout nombre 
donné, quand z déduit une parallèle à l'axe réel rejetée à rinfini. C'est ce que- 
montre la formule 

sinz = . (« = a: -h «A; /i = x>). 



Même remarque pour cosi;. 
F. - II. 
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intérieures au rectangle, et, par suite, 

I - — ^JIL- Vr 

Remarque. — Les intégrales du tjpe considéré peuvent aussi 
s'obtenir par la transformation (e^, x) : on choisit alors comme 
ligne d'intégration un contour F tel que ABCDEFA {fig- 5, 
p. 128), formé par un segment de Taxe réel parcouru deux fois 
en sens inverses, et dei^x circonférences décrites de l'origine dont 
les rayons e et R tendent respectivement vers zéro et Tinfini. 

Cherchons directement par ce procédé l'intégrale classique 






dx (o<a<i). 



qui se ramènerait au tjpe I par la substitution (j;, e^). 

La fonction z^"^ a chacune de ses déterminations uniforme 
dans le domaine qui a pour frontière le contour F; après avoir 
posé ^ = re'^, partons de A avec celle dont l'argument est nul. 

L'intégrale de la fonction prise le long de AB a pour 

limite J, quand e et R tendent vers o et l'oo. Elle tend vers zéro le 
long de la circonférence de rayon R. Lorsque le point z arrive 
en D, il a pour argument air; par suite z^"^ a la valeur ^a-«e^««' 
le long de DE, ce qui donne pour valeur limite de Fintégrale le 
long de ce segment — Je^"'^'. Enfin l'intégrale le long de la cir- 
conférence de rayon e tend vers zéro. Ainsi la valeur limite de 
l'intégrale le long du contour F se réduit à J(i — «*«^'). 

Cherchons les résidus. 

La détermination que nous considérons, méromorphe dans le 
contour F, a à son intérieur le seul pôle -s = — i = ^'^' : le résidu 
correspondant est e'"^*"'^ ou — e^'^K 

Le théorème des résidus donne donc 

J(i — c«««')=— 27r«c««', J = .^ > 



Remarquons enfin que la transformation (x^ ___ \ ramène 

l'intégrale J à l'intégrale eulérienne de première espèce B(a, i— a), 
ce qui permet de Fexprimer par le produit F(a)F(i — a). {Voir 
l^ Partie, p. iqî.) 
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262. Problème IV. — Évaluer des intégrales du type 

Jf /(sinrc, ar)<ir, 


la fonction /(sin j:, x) étant rationnelle en ûnx et x. 

Pour les obtenir, il n'y a pas de règle générale. Souvent, il sera 
avantageux de calculer Tintégrale de la fonction /(e*^, 5) le long 
du périmètre d'un rectangle ayant pour base un segment de l'axe 
réel, et dont les côtés parallèles à l'axe imaginaire (ou l'un de ces 
côtés) s'éloignent indéfiniment; ou bien encore le long du contour 
formé par un segment de l'axe réel ayunt son milieu à l'origine et 
une demi-circonférence décrite sur ce segment. 

Ainsi, pour calculer l'intégrale 



-/■ 



-dx. 

X 



on considère la fonction —^- Elle est holomorphe dans le domaine 
ayant pour frontière une ligne AlBGDEFA formée par deux demi- 
circonférences EFA, DCB ayant l'origine pour centre (nous dési- 
gnerons leurs rayons par e et R) et les segments DE, AB de l'axe 
réel qui joignent les points d'abscisses — R et — e, et les points 
d'abscisses e et R; de plus, elle est régulière sur ce contour. Par 
suite, son intégrale le long de ce contour est nulle. 

Or, l'intégrale de la fonction — j prise le long de EFA, a pour 
limite — «tî, quand e tend vers zéro. 

Son intégrale le long de BCD tend vers zéro avec R~*. En 
eOet, son module a une valeur moindre que celle de l'intégrale 

elle-même inférieure (*) à l'intégrale 






2r6 



C) En effet, quand 6 croit de à -> le rapport — â-> qu> part de la valeur 1 
et arrive à la valeur - en décroissant toujours, n'est jamais inférieur à -• 
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qui tend vers zéro avec R"*, comme le montre Tîntégration 
directe. 

La somme des intégrales relatives aux segments DE et Â.B (les 
parties réelles se détruisent) a pour limite a/I. Il vient donc (') 

... w "^ 

2ll — ITZ, I = — . 

2 

263. Problème V. — Étant donnés un polynôme P{x) et un 
radical y^i — x^ dont la valeur à l'origine est -h i , évaluer 
l'intégrale 

'-CM- i^-^-M} 

Des deux déterminations de /(^), celle qui, à l'origine, a la 
valeur P(o) est analytique et uni/orme dans l'aire doublement 
connexe qui a pour fronlière une circonférence F ayant l'origine 
pour centre, et la ligne ABCDEFG (^g- 7); elle est régulière en 




tout point de ce domaine et de sa frontière : donc, Tintégrale le long 
du contour AB. . .G a même valeur que l'intégrale le long de F. 

L'intégrale le long de AB. . .G a pour limite 2I; car les inté- 
grales le long des circonférences qni entourent les points 1 et — 1 
tendent vers zéro avec les rayons de ces circonférences, et les 
déterminations du radical s'échangent lorsqu'on entoure leurs 
centres. L'intégrale, le long de la circonférence F, est indépendante 
de son rayon R(R > i); faisons grandir R indéfiniment, et appe- 



( * ) Il D^est pas nécessaire de supposer que Ton a démontré directement l'exis- 
lence de Tinlégrate I; les égalités du texte prouvent d'abord que cette intégrale 

tend vers une limite, et ensuite que cette limite est -• 
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Ions A le coefficient de^"* dans le développement Aef{z) en série 
de Laurent ( | « | > i )$ il vient 

i\ = aiirA, I = iTzk. 

Du reste, pour obtenir A, il n'j a qu'à écrire 

ri 



( 



,.-4 I / i\ • 1 v''-'---*" -• • /i 1^ \ /■> 



n=0 



et à chercher le coefficient du terme en 2~* dans le produit de 
cette série par le poljnome P(5). En d*aulres termes, A est au 
signe près le résidu du point infini de la l'onction y(z). 

264. PiiOBLEME VI. — Évaluer l'intégrale 

dx 



J^i (^ 



■ x) ^l — jr* 



On suppose que V intégrale a un sens, et, par suite, que le 
point a n'est pas situé sur le segment ( — i , -h i) ; ^!\ — x^ repré- 
sente la détermination du radical qui, à l'origine, a la 
valeur H- i . 

Reprenons Taire à double contour qui nous a servi dans le pro- 
blème précédent {fig. 7)1 et choisissons assez grand le rajon de 
la circonférence F, pour qu'elle renferme le point a à son intérieur. 
La détermination de la fonction , qui a à l'oriffine, 

au-dessous de la coupure ( — 1,4-1), la valeur -> est analytique 
et uniforme dans cetle aire, et elle est régulière sur son contour; 
à son intérieur, elle admet le pôle a. Le long de la circonférence F 
et des circonférences qui entourent les points — i et +1, l'inté- 
grale tend vers zcro, puisque Ton a (^) 



lim 



(a — z) v/i — z^ 



= o, lim 



(a — i!)/l 



= O. 

I5-1|=0 



(') Pour vérifier que ce développement est bien celui de la détermination 
de (i — if')~*qui a à Torigi ne, au-dessous de la coupure ( — i, -hi), la valeur -f-i, 
on peut rechercher directement, comme dans la note (1) p. i5o, la valeur de cette 
détermination en D, et comparer les résultats; ou bien, plus simplement, remar- 
quer que si P(â?) = i, I doit avoir une valeur positive. 

(') Pour la circonférence F, le calcul direct du résidu du point infini conduit 
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D'où la relation 

'il — a«irRa= o, 

_ i 

où le résidu R^ a pour valeur (i — a*) ^, celte notation désignant 

- * 
la détermination qu'a au point a la fonction (i — z*) ^, rendue 

uniforme par la coupure ( — i, + i). En choisissant ainsi la valeur 

du radical, on pourra écrire 

1= "" 



/i — a* /a*— 1 

Remarque. — Quand a est réel, la définition de l'intégrale I 
montre qu'elle est positive ou négative suivant que a est supérieur 
à i ou inférieur à — i, ce qui détermine sans autre discussion le 
signe à prendre devant y/a^ — i (*). 



] = 



Quand a est imaginaire, au lieu de suivre par continuitéy/i — ^^^ 
depuis le point 2 = 0, pour avoir sa valeur en a, on peut raisonner 
comme il suit : 

Posons a = a-|-i^, et appelons A-h/B la détermination 
de yjà^ — i qui sert de solution au problème. On a 
i _ir(A — *B) 



iB A«-+-B* 



^ r^' {% -x)dx r^^ ^dx 



à la même conclusion, car la multiplication membre à membre (T* Partie, 
p. i36, note) des égalités 

montre que le produit n*a pas de terme en z-*, et, par suite, que ce résidu 
est nul. 

( ' ) Voici comment raisonner pour obtenir directement par continuité, après 
avoir fait la coupure (— i^ +0t 'a valeur de ^1 — «* en un point réel a, situé à 
droite du point i. 

D'après l'énoncé, lorsqu'on parcourt le contour ABCDEFG {Jig. 7), le radical 
a respectivement aux points B et F des valeurs très voisines de +1 et — i; ou 
même les valeurs +1 et — 1 en supposant que les points B et F coïncident avec 
l'origine. Faisons cette hypothèse, et partons de B avec la valeur + 1. Le long 



APPLICATION A L'ÉVALUATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. l5l 



ia seconde intégrale a le signe de p, donc en évaluant \ja^ — i 
on choisira la détermination pour laquelle B a le signe de p. 

265. Problème VII. — Calculer la valeur des intégrales de 
Fresnel 






Soit O l'origine des coordonnées. La fonction entière e~*' est 
holomorphe dans le secteur circulaire limité par un segment OA 
de longueur R situé sur Taxe réel, un arc de cercle ABC de centre O 
et de rayon R dont Tangle au centre est de 45°, le rayon CO ; donc, 
son intégrale le long de la frontière de ce secteur est nulle. 

Le long de OA, on a 

« = 37. 

Faisons croître R indéfiniment; l'intégrale le long de OA a 
pour limite l'intégrale de Poisson 






2 



L'intégrale le long de l'arc ABC tend vers zéro. En effet, sur 
cet arc le module d'un élément est égal à Re""^'*"'^, et, par suite, 



de BG {fig- 8), on posera â;si — pe'^ et Ton fera varier p de i à un nombre 

Fig. 8. 

OG F E/^ CL 
A 4- -cQ ^Ô ••• 

très petit c (6=o). Quand on arrive en G, on laisse p constant, et Ton fait 
croître 8 de o à ic, afin de décrire la demi-circonférence CD. On a donc en D 

a? = I — p e'*. 

Pour continuer à décrire l'axe réel, on fait Varier p de s à a — i. On parvient 
ainsi en a avec la valeur 



d*où finalement 



( v/'i — a?0,=. = i }/a}—i' 

C'est aussi la valeur que l'on aurait obtenue en partant du point F avec la 
valeur — i. 
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•celui de Tintégrale que nous considérons n^alteinl pas 



IC 



l 



— / (cosp* — isinp*)(r-!- t)^p. 



R C ^-R-co«ïOrfe oix ^ r «-R'«»"0^8 

on a passé do la première forme à la seconde par la substi- 
tution (28, 6j 1. On obtient une limite supérieure de cette 

intégrale en y remplaçant sin8 par — (p. i47i note), ce qui 
«lonlre qu'elle est nulle avec R"~'. 
Enfin, le long de CO, on doit poser 

5 = pe*=l— (1-1- i)p, c-'"= e-'P'= cosp*— isinp»; 

l'intégrale le long de CO a donc pour valeur limite 

Les valeurs limites des intégrales prises le long de OA et de OC 
«ont les mêmes; par suite, en égalant leurs parties réelles et leurs 
f)arties imaginaires el en remplaçant p par or, il vient 

/s\nx^dx= I cosx^dx = -{/ -^^ 

§ VI. — Application a l'intégration des équations différentielles. 

266. Les équations différentielles linéaires homogènes à coef- 
ficients constants 

d^ y d"~'^ V 

ont été résolues pour la première fois parEuleret par d'Alemberl. 
Cauclïj en a obtenu l'intégrale générale en introduisant, lui aussi, 
l'équation dite caractéristique 

f{r) = r«-4-a,/-«-»4-...-+- a„ = o; 

voici conunrnl il a riitlaché sa méthode à lu lliéorie des n'sidiis('). 



(') Caucuy, Œuvres, a* série, l. Vï, p. "îôa; t. VII, p. 4° et a55; Exercices 
d^ Analyse et de Physique, t. I, p. 53 (édit. de 1840). — HermitE; B. />., 1879, 
p. 3ii. 
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Appelons p{z) un poljrnome arbitraire de degré n — i, el C un 
contour fermé quelconque, ne passant par aucune des racines du 
polynôme y(r). L'intégrale 

dépend de la variable x et du contour C. Cette intégrale est une 
solution de Inéquation (i) quel que soit le contour C; pour un 
choix convenable de ce contour, elle représente l'intégrale 
générale. 

En effet, pour vérifier la première partie, formons les dérivées 
par rapport à j? de Tintégrale (2) (!'*•' Partie, p. 268); en portant 
leurs valeurs dans le premier membre de Téquation (1), ce pre- 
mier membre devient 

/ c«*4r-r(^''-^«i^'*"* -^- ••-+-««) ^« ou \ e^'p(z)dz. 

Celte expression est nulle, quel que soit jc, puisque la fonc- 
tion e^^ p[z) est holomorphe à l'intérieur de C; donc l'inté- 
grale (2) satisfait bien à l'équation différentielle considérée. 

Il est facile de retrouver la forme habituelle des solutions par- 
ticulières. Soit /> une racine de Téquâtion caractéristique, et dès 
lors un pôle de F (-3). Prenons pour contour C une ligne fermée 
extérieure à toutes les racines de f{r) sauf à la racine />; l'inté- 
grale (2) devient égale au produit de 27î/ par le résidu R^t relatif 
a rk' Calculons Ra en supposant d'abord /> racine simple. La règle 
classique donne 

a désignant une constante; telle est la valeur de l'intégrale (2), 
au facteur 2 ut près. 

Supposons rji racine d'ordre q. Alors, pour avoir R^, je 
pose z = r/(-\- h et je cherche le coefficient de /i~* dans le déve- 
loppement de F(r/t-i- h). Il vient 



-,, tx / hx h^x^ \ pir/i) 

F(rji.-^h) = ea-rf n 1 h... ^ ^ 
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Ce dernier quotient est de la forme 

a a' 

et par suite le résidu cherché, ou encore l'intégrale (2) a une 
expression de la forme 

les coefficients 6, 6|, ..., bq_y représentant des constantes. On 
retrouve bien dans les deux cas les solutions classiques. 

Pour que l'intégrale (2) représente V intégrale générale, il 
suffit de prendre comme contour une ligne C qui renferme, à son 
intérieur, toutes les racines r^ de l'équation caractéristique. 

En effet, d'après le calcul que nous venons de faire, l'inté- 
grale (2) a alors comme valeur 

k 

<fk{^) désignant un polynôme dont le degré est inférieur d'une 
unité à l'ordre de la racine r^; c'est la forme connue de l'intégrale 
générale. 

267. Remarque L — On peut vérifier que pour une valeur 
arbitraire de x^ par exemple pour x = o, l'intégrale (2) prend 
ainsi que chacune de ses n — i premières dérivées des valeurs 
données à l'avance, et par suite prouver directement que c'est 
l'intégrale générale. 

En effet, sur chaque circonférence C de rayon assez grand pour 
qu'elle renferme à son intérieur toutes les racines du poly- 
nôme /(/•), on a 

les n premiers coefficients C|, ..., d étant arbitraires, comme 
ceux du polynôme />(z) dont ils dépendent (*). Or la solution (2) 



( ' ) Insistons sur ce point. Les coefficients du quotient des deux polynômes 

/>(«) = a, «»-• -4- 325»-^ + ... 4- a,, f{z) = ;:»-ha,5»"'4-...-4-a„ 
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et ses n — i premières dérivées se réduisent, pour a? ^= o, aux. 
intégrales 






■dZ', 



sur les circonférences C du type ci-dessus, elles ont respective- 
ment pour valeurs, d*après le théorème des résidus, 

a tir Cl, aiTTCj, ..., litzcn^ 
elles sont donc égales à n nombres arbitraires. 

Remarque II, — Les n constantes dMntégration proviennent 
des coefficients du polynôme arbitraire p{z). Leur nombre ne 
dépend pourtant- pas du degré de ce polynôme, en ce sens que 
l'on complique inutilement les calculs en le prenant de degré 
supérieur k n — i. 

En effet, si le degré de/?(5) dépassait n — i, on pourrait écrire 

7(77 -^(^)-^ 7(1)-' 

(]{z) et p\{z) désignant deux nouveaux polynômes tels que le 
second soit de degré n — i au plus. L'intégrale (2) se décom- 
poserait en deux autres; celle qui renferme q{z) serait nulle. 

268. A la suite de Cauchy (*), M. Darboux (») a étudié par la 
méthode précédente le cas où l'équation différentielle linéaire 
à coefficients constants a un second membre; nous supposerons 



soQl des nombres Cp ..., c,,, ... fournis par les égalités 

Ci=a,. Cj=aj— a,a„ c,= a,— a,a,— (a^— a? )«„ 

La forme de ces relations montre qu'en disposant convenablement des coeffi- 
cients ap ...f 2„, on peut de proche en proche déterminer a/'6i7/'a{r6me/i^ les 
constantes c,, . . ., c„. 

(') Cauchy a appliqué sa méthode à l'intégration d'un système d'équations 
différentielles ou aux dérivées partielles à coefficients constants, sans second 
membre ou avec second membre {Exercices d'Analyse et de Physique, t. I, 
p. 56, 63, 76, édit. de i84o), et même à l'intégration de quelques équations dif- 
férentielles linéaires à coefficients variables (QEuvres, a* série, t. VI, p. 3i7). 
Voir aussi Jordan, Analyse, 1'* édition, t. III, p. 164. 

{^) B. D., 1879, p. 325. 
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que ce second membre est le produit d'une exponentielle c*** par 
un polj^nome q{x). 

Considérons donc Téqualion 

et cherchons à déterminer une fonction v{z) et un contour G tels 
qu'une intégrale du type 

vérifie celte équation. 

D'après les calculs fails plus haut, l'intégrale (3) en est une 
solution, si l'on a identiquement 

(4) f e--^v{z)dz — e^^q{x)\ 

• c 

par suite v(^z) ne doit plus être un polynôme. Essayons une frac- 
tion rationnelle de la forme 



— U) {Z — 10)2 (3 — tsi)P^^ 

et prenons pour contour C une circonférence ayant le point w à 
son intérieur et extérieure à toutes les racines de /(/') (sauf 
à la racine co, si o) était racine de l'équation caractéristique). 
Dans ces conditions le premier membre de la relation (4) a pour 
valeur 27î/Ra,, R^, désignant le résidu de la fonction e^^ vl^z) 
relatif an pôle o). Pour évaluer ce résidu, posons js = co -i- A, et 
dans le produit 

cherchons le coefficient du terme en A~* ; puis égalons-le au 
second membre de (4), après Tavoir multiplié par 2 7c/. Dès 
lors, pour que (3) soit solution, il faut et il suffit que Ton ait 
identiquement 

ce qui donne pour valeurs des coefficients p, 

^ ITZl ' ITZl ^"^ ^ 21tt 
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et par suite détermine la fraction v{z). Pour donner à la solution 
correspondante (3) la forme classique, il n'y a qu^à la transfor- 
mer par le théorème des résidus : on la ramène ainsi au produit 
de e*^ par un polynôme en x de degré p -h q^ q désignant le 
nombre des racines de Téquation caractéristique qui sont égales 
à (i>. 

269. Ces procédés peuvent être regardés comme des généra- 
lisations d\ine méthode indiquée par Laplace (') pour ramener 
aux quadratures la résolution des équations linéaires du type 

(5) (aoarH-6o)^-f-(ûf,a?-h6i)^^^-h...H-(a«ar-4-6«)j^ = o, 

^01 f^o} ' " t ^n^ b,i désignant des constantes. 

Représentons par v{z) une fonction de variable complexe, et 
par C un chemin d^intégration fermé ou ouvert. Peut-on déter- 
miner cette fonction et ce chemin de façon que l'intégrale 



(6) y= f^{z) 



e^'dz 



soit solution de l'équation différentielle (5)? 

Pour en décider, substituons dans cette équation l'intégrale (6) 
et ses dérivées; mais, avant d'y porter les valeurs de xy^ xy , . . . , 
transformons-les au moyen de l'intégration par parties, et écrivons 

Le résultat de la substitution sera, en désignant par p{z) et q{z) 
deux polynômes qui seront en général de degré /i, 

(7) [(ao'««-Hai^«-»-h...-ha,0<'('»)e*']c-+-J /'('«)^-+-^(«)^U*'^'5. 



(') Laplace iraite même un problème plus général en supposant de degrés 
quelconques les polynômes multiplicateurs {Œuvres, t. VII). — Dans son Mé- 
moire Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux diffé- 
rences finies {American Journal, i885), M. Poincaré a résolu plusieurs diffi- 
cultés relatives au chemin d'intégration {voir spécialement la page siS). 

Cf. aussi : Picard, Analyse, t. III, p. 872 et 383. — Jordan, Analyse, a* édit.^ 
t. III, p. 240 et ï52). 
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Pour que celte expression soit nulle, il suffit de déterminer la 
fonction ç(z) de manière à faire disparaître l'intégrale, et de choi- 
sir le chemin C de façon que cette fonction ç soit nulle aux deux 
extrémités de C, si C est ouvert, ou bien qu^elle ait même valeor 
au départ et à Tarrivée si C est fermé. 

Pour que Tinlégrale s^évanouisse quel que soit J7, on est conduit 
à annuler dans son élément diflférentiel le facteur indépendant 
de X, c*est-à-dire à déterminer v par la quadrature 

p dz p(^) 

ce qui donne, lorsqu'on n'a pas l'ait d'hypothèse particulière sur 
les coefficients de l'équation (5), 

C|, . . . , c« désignent les racines du polynôme p{z), et a,, . . . , a« 
sont les résidus de la fraction rationnelle — ^\ \ relatifs à ces 
racines. 

Quant au chemin d'intégration, il suffit de prendre une ligne 
ouverte joignant deux racines c/, Ca telles que les résidus corres- 
pondants a,', ttA soient positifs (s*il existe de telles racines), et ne 
passant par aucune racine c/ à exposant a/ négatif; car la fonc- 
tion i^{z) s'annule aux extrémités d'un pareil chemin. 

En faisant varier la ligne d'intégration, on pourra obtenir par 
ce procédé ou par d'autres plusieurs intégrales particulières; nous 
laisserons de côté la discussion des cas où elles forment un sys- 
tème fondamental dévolutions, et par suite, où il est possible 
d'en déduire l'intégrale générale. 

270. Appliquons cette méthode à la recherche de solutions 
particulières de Véquation de Bessel (*), 

(5') ,.^^^.^,;„^J+^_;, = 0. 



C) Véquation de Bessel dont nous avons parlé (I'* Partie, p. igS) prend la 
forme que nous lui donnons ici, quand on pose J = xff\ par celte Iransfor- 
mation elle devient 

dx- X dx \ j;' /•' ~~ * 
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Elle admettra une intégrale de la forme (6), si Ton détermine une 
fonction i^(z) et un chemin C tels que l'expression 

soit identiquement nulle. Pour obtenir i^(z) on doit, d'après la 
méthode indiquée, effectuer la quadrature 

I dv _ 2(/n — \)z 
V dz '~ i-\- z^ 

qui donne, pour une valeur convenable de la constante d'inté- 
gration, 

Supposons m réel. Si m est positif, on peut prendre comme 
chemin d'intégration une ligne ouverte joignant les racines — i 
et + i du binôme i -f- ^*; ce qui donne comme solution particu- 
lière l'intégrale définie 

La substitution (2, iz) la met sous la forme 
I ( I — 5' )'«-» cos ZT dz^ 

car l'intégrale renfermant iinzx disparaît comme ayant ses élé- 
ments égaux deux à deux et de signes contraires : celle solution 
est holomorphe, et son développement en série entière est facile 
à obtenir. 

Si m est négatif, l'intégrale précédente n'a plus de sens, mais 
l'intégrale 

(6') f(i-hz*y"-te'-^flz, 

prise le long de contours fermés convenables, fournit diverses 
solutions particulières. 



et par suite rentre dans le type indiqué dans le texte si Ton pose p = ±n. On 
Yoit que l'on passe des intégrales J aux intégrales / en multipliant les inté- 
grales J par âT-f ; de fait les solutions particulières que nous allons obtenir se 
ramènent aux fonctions de Bessel J„ définies précédemment (pour le détail des 
calculs, c/. Jordan, Analyse, a* édit., t. 111, p. a6i)' 
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Par exemple, prenons comme ligne C l'ensemble des deux 
lacets obtenus en partant de l'origine avec la détermination 
de (i H- z^)"*~* qui s'y réduit à + 1, et en entourant dans le sens 
po.sitif le point î et dans le sens négatif le point — i. La partie 
intégrée qui Hgure dans l'expression (7') est alors nulle, car la 
fonction (i -\- z^)"* e^^ reprend la valeur i, après que z a aciievé 
de parcourir les deux lacets (cette fonction se trouve multipliée 
successivement par deux facteurs exponentiels inverses l'un de 
l'autre); l'intégrale (&) est donc une solution particulière. 

C'est encore une solution particulière lorsque le contour C est 
une ligne simple partant du point à l'infini dans la direction — x~^ 
et y revenant, après avoir entouré dans le sens direct le segment 
de l'axe imaginaire compris entre les points i et — 1, puisque la 
fonction (i ■+- z^)'^e^^ s'annule au point z = — -> 00 représentant 
une quantité réelle infinie et positive. 

Remarquons enfin que si m est un entier négatif, la partie 
intégrée dans l'expression (j') est uniforme, et dès lors a une 
variation nulle le long de tout contour fermé. En ce cas, on 
prendra comme ligne C un contour fermé quelconque renfermant 
à son intérieur l'un des points ±: 1 ; le long de cette courbe, Tin- 
tégrale (6') n'est pas nulle, puisque la fonction v{z) a un pôle 
à son intérieur. De là, deux solutions particulières, que l'on 
pourra transformer par le théorème des résidus (*). 

§ VU. — Fonctions analytiques de plusieurs variables. 

271. Soit f{x\^ . . ., Xp) une fonction de p variables, défînie 
dans un domaine continu (& à 2/7 dimensions, formé par Tensemble 
de p domaines continus (£)|, ...» cD/» chacun à deux dimen- 
sions (^). Au sens de Cauchy, cette fonction est analytique dans c0 



(*) A ces applications de la théorie des résidus on devrait joindre celles qui 
concernent l'intégration des équations aux différences partielles; il faudrait 
montrer tout le parti que Cauchy en a tiré pour obtenir les développements en 
série relatifs aux fonctions elliptiques (C B., i843, 1844 )i à la fonction pertur- 
batrice, etc. 

(') Pour les fonctions d'une variable comme pour celles de plusieurs variables, 
on donne aux procédés de Cauchy une plus grande précision en défîoissant d'abord 
la fonction dans le voisinage d'un point (par les conditions de continuité, d'uni- 
formité, de monogénéité dont nous allons parler), puis en prolongeant la fonc- 
tion dans tout son domaine d'existence. 
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lorsqu'elle est en général holomorphe dans (0, en d'aulres termes 
lorsqu'elle est analytique, quel que soit /, dans le domaine (D|- 
par rapport à la variable ar/, les autres variables x%^ ..., ^/_i, 
Xi.4.1, ..., Xp restant fixes dans les domaines (D|, ..., (Di_i, 
(D,+i, . . . , (Dp, et, de plus, lorsqu'elle est bornée (•). 

Une fonction analytique est développable en série de puissances, 
dans le voisinage de tout point où elle est holomorphe (l'* Partie, 
p. 296); réciproquement, une série multiple entière convergente à 
l'origine est holomorphe dans son domaine de convergence. 

Les points singuliers de la fonction sont ceux où elle cesse 
d'être holomorphe ou régulière : leur ensemble forme la fron- 
tière du domaine d'existence de cette fonction. 

Ces résultats découlent de principes ou de calculs déjà exposés. 
On pourrait aussi les déduire du théorème fondamental de Cauchy 
'étendu aux fonctions de plusieurs variables et de la formule qui en 
est la conséquence. 

Cette seconde méthode exige que Ton ait défini le symbole 

C,, ..., C^ représentant des lignes rectifiables, fermées ou 
ouvertes, intérieures respectivement aux domaines (Jd,, . . ., (D^,, 
«t/(^i, . . ., Xp) une fonction continue dans leur ensemble cO. 

Pour y parvenir, donnons aux points x^, ..., Xp des posi- 
tions fixes arbitraires respectivement sur les courbes Cj, . . ., C;,; 
puis évaluons par la méthode habituelle l'intégrale de la fonc- 
tion /(j:j, . . .,Xp) le long de la courbe Ci : cette intégrale simple 
est une fonction de x-2, . . . , j:^ (et du contour C|) que nous dési- 
gnerons par/, (x2i . . ., ^/>). 

Donnons ensuite aux points ars, , , ., Xp des positions fixes sur 
les courbes C3, . . ., C/, et désignons par /^(^a, . . ., Xp) l'inté- 
grale de la fonction/, {x^, . . . , Xp) prise le long de la courbe C2. 
En répétant encore p — 2 fois une opération analogue, on obtient, 



(*) La fonction serait-elle analytique, alors même que, dans la (léOnition 
ci-dessus, on n'exigerait pas qu'elle fût bornée? M. Osgood discute cette ques- 
iion, sans la trancher, dans les deux Notes citées précédemment (I'* Partie, 
p. 33o). 

F. -II. ,, 
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après/? intégrations, une expression bien déterminée qui sert de 
définition à l'intégrale I. 

La valeur de cette intégrale dépend en général des chemins 
d'intégration C*, ..., C;, (*). Supposons la fonction /( :r i, ..., :r;,) 
liolomorphe dans (Q), et prenons comme lignes G|, ..., G;, des 
contours fermés arbitraires intérieurs à (D [contours rectiHables 
et simples (I" Partie, 270)]. Pour étendre aux fonctions de plu- 
sieurs variables le théorème fondamental de Cauchy et obtenir la 
formule 

Ji dxp,.. I djPi I /(xi, .,.,Xp)dxi=o, 
Cf. •■ c, «^c, 

valable quand (D est simplement connexe, il suffit d'appliquer le 
théorème analogue relatif aux fonctions d'une variable. 

La généralisation de l'intégrale dite de Cauchy en est aussi une 
conséquence (^). En effet, soit (X|, . . .^Xp) un point arbitraire 
intérieur aux contours C|, ..., Cp : la formule classique(P* Partie, 
p. a8i) appliquée successivement à p fonctions d'une variable 
donne 

dzpy 



/(X|, .. ., j-p-i, «,,)— — -. I 



-"-^i},/^ 



1^1' 



et par suite 

j>. I /* dzp r -, . dz\ 

c'est la formule cherchée. 



( > ) Elle ne dépend pas de Vordre des inlégralions, comme on s'en assure en 
séparant dans l'intcgralc I la partie réelle de la partie imaginaire. 

(^) Cette généralisation était connue de Cauchy, car il obtient les développe- 
ments des fondions holomorphes de plusieurs variables en séries de puissances, 
soit par le procédé indiqué précédemment (I'* Partie, p. 296), soit directement 
par la considération d'intégrales {Exercices d'Analyse et de Physique, t. Il, 
p. 55, édit. de 184 1). — Cf. aussi : Laurent, Analyse, t. IV, p. 5. — Jordan. 
Analyse, a* édit., t. I, p. 197. 
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On en déduit (P* Partie, p. 282) 
dx^' . . . dx^ 

ce qui montre que les dérivées de tous les ordres de la fonction 
analytique y sont elles aussi analytiques dans (0. 

Imaginons que les contours C|, ..., C^ soient des circonférences 
ayant pour centres un point (oi, . . ., a^) de (î) et pour rayons 
des nombres Of, . . . , p^ : désignons par N une limite supérieure 
du module de f sur ces circonférences. De la dernière formule 
on déduit 



c^arf » . . . dx^ 



5fx,!...fXp!Np7l^«...?-»^/'; 



on retrouve ainsi une inégalité déjà démontrée par les méthodes de 
Cauchj (P* Partie, p. 298) et par celles de Weierstrass (I** Partie, 
p. 219). 

Nous nous bornerons pour Tinstant à ces remarques : plus loin, 
nous reprendrons par les procédés de Weierstrass l'étude des 
fonctions analytiques de plusieurs variables (*). 



(*) M. Poiocaré a étendu aux variables imaginaires la notion d'intégrale 
double, ce qui l'a conduit à une généralisation du théorème fondamental de 
Cauchy; il a défini les résidus d'intégrale double, etc. Cf. Poincarê, A, M., 
t. IX. — Picard, /. Af., 1889; Analyse, t. II, p. 253. — Picard et Simabt, 
Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes. 
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CHAPITRE IX. 

THÉORIE DES FONCTIONS AU POINT DE VUE DE WEIERSTRASS. 



272. Le mathémalicien donl les écrits exercèrent sur le déve- 
loppement iulellectuel de Weierslrass une influence prépondé- 
rante est Abel. « Je ne puis me représenter autrement Weier- 
slrass, disait un de ses premiers élèves à l'Université de Berlin, 
que les œuvres d'Abel en mains et montrant toujours Abel... 
Lisez Abel, tel était son premier comme son dernier conseil » (')• 

De fait, c'est à Abel que Weierstrass a pris la rigueur de ses 
méthodes, quelques-unes de ses vues sur les séries entières (^), et 
surtout l'ambition de créer une théorie complète des fonctions 
abéliennes. Voici comment il s'exprimait sur ce sujet dans son 
discours de réception à l'Académie de Berlin (9 juillet 1857) (*): 

« Une branche encore relativement jeune de l'Analyse mathé- 
matique, la Théorie des fonctions elliptiques, avait exercé sur 
moi, depuis l'époque oii je l'étudiais pour la première fois sous 
mon maître Gudermann, un puissant attrait, dont l'influence est 
restée prédominante sur le développement de ma formation mathé- 
matique. Cette théorie, créée par Euler, développée avec ardeur 
et succès par Legendre, mais dans une direction unique, venait 
depuis dix ans d'être bouleversée par l'introduction des fonctions 
doublement périodiques découvertes par Abel et Jacobi. . . Abel, 



(») Cf. Mittao-Leffler, a. M., t. XXI, p. 81. 

(') Le Mémoire d'Abel sur la série du binôme {Œuvres, t. I, p. aig; i8a6) 
renferme, on Ta reconnu plus tard, les fondements naturels de la Théorie des 
séries entières. Néanmoins, dans Tordre historique, il faut remonter jusqu'à 
Lagrange qui avait eu la première intuition du rôle qu^elles devaient jouer 
(c/. !'• Partie, p. 4? et ci -dessous n« 273). 

O Weierstrass, Œuvres, t. I, p. aa3. 
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habitué à se placer toujours au point de vue le plus élevé, avait 
trouvé un théorème qui s'étend à toutes les transcendantes prove- 
nant de l'intégration des difTérenlielles algébriques, et jouait vis- 
à-vis d'elles le rôle du théorème d'Euler pour les fonctions ellip- 
tiques. Enlevé à la fleur de l'âge, il n'avait pu lui-même poursuivre 
sa grande découverte; mais Jacobi avait réussi à y rattacher une 
proposition non moins importante, en démontrant l'existence de 
fonctions périodiques de plusieurs arguments, dont les propriétés 
fondamentales reposent sur le théorème d'Abel : par là, il avait 
fait connaître le vrai sens et la nature propre de ce théorème. 

» La représentation eflective et l'étude détaillée des propriétés 
de ces grandeurs d'espèce toute nouvelle, dont l'Analyse n'avait 
encore aucun exemple, devenait un problème de première impor- 
tance en Mathématiques : je résolus de diriger mes recherches 
de ce côté. » 

Avant de l'aborder, il fallait que Weierstrass approfondit la 
Théorie générale des fonctions : voici le point de vue sous lequel 
il l'envisagea. 

273. Autrefois Lagrange, voulant « ramener le Calcul diffé- 
rentiel à une origine purement algébrique » et éviter a le circuit 
métaphysique des infiniment petits et des limites » (*), estimait 
(( plus naturel et plus simple » de faire reposer la Théorie des 
fonctions sur celle des développements en séries de puissances ('-'). 



(») Laoranok, Œuvres, t. X, p. 9. 

(^) Après avoir montré les inconvénients qu'il peut y avoir à fonder le Calcul 
différentiel avec Leibnitz, les Bernouilii L'Hôpital, etc. « sur la considéralion 
des quantités inûnimenl petites de diiïérents ordres, et sur la supposition qu'on 
peut traiter comme égales les quantités qui ne diffèrent que par des quantités 
infiniment petites à leur égard » sans démontrer les principes sur lesquels celte 
'méthode repose, après avoir rappelé les efforts tentés par Euler, d'AIcmbert, etc. 
pour « suppléer à ce défaut » (leur idée, dit-il, juste en elle-même, n'est pas 
assez claire pour servir de principe à une science dont la certitude doit reposer 
sur l'évidence et surtout pour être présentée aux commençants), après avoir dit 
un mot de la méthode des fluxions ( Newton), Lagrange ajoute : «... En 177 >, . . . 
j'avançai que la théorie du développement des fonctions en série contenait les 
vrais principes du Calcul différentiel, dégagés de toute considération d'infiniment 
petits et de limites; et je démontrai par cette théorie le théorème de Taylor, qui 
est le fondement de la méthode des séries. » {Œuvres, t. IX, p. 16 et 19.) 
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Mais, à la (in du xviii^ siècle, les notions de limite et de conver- 
gence étaient encore peu précises; on ignorait les propriétés des 
séries entières, on ne parlait pas de convergence uniforme : aussi 
cette idée ne pouvait-elle recevoir dès cette époque son plein 
développement. 

Les travaux. d'Abel, de Cauchy, de Dirîchlet avaient préparé le 
terrain (*), quand Weierstrass, toujours préoccupé de mellredans 
une doctrine de l'unité, de la simplicité et de la rigueur (^), sou- 
cieux d'en faire un lout achevé, résolut d'édifier systématiquement 
la Théorie des fonctions analytiques en se plaçant au seul point de 
vue arithmétique. Pour y parvenir, il reprit Tidée de Lagrange et 
eut recours aux séries de puissances, dont il voulut se servir 
comme d'instrument presque unique dans l'exposé didactique de 
son œuvre {^), 

De là, ses travaux sur les séries entières et les produits infinis 



(') Le théorème de Cauchy (P* Partie, p. aSg) donnait une base à cette mé- 
thode. Voir aussi la note (I'* Partie, p. 299) relative à la priorité de Gaass. 

Les Ouvrages de M. Méray, spécialement le Nouveau précis (187a ) et les Leçons 
nouvelles (189^-1898), résultat de recherches bien antérieures, sont écrits systé- 
matiquement à ce point de vue. Ce géomètre a aidé pour une large part à créer 
cette méthode d'exposition. 

(^) Delà cette expression : Vhabilus mathématique de Weierstrass, sa rigueur 
{die Weierstrass' sche Strenge) [c/. Klein, Sur Varithmétization des Mathé- 
matiques {N, A., 1897, P- »i4)]- 

« Weierstrass renonce A se servir de l'intuition, ou du moins ne lui laisse que 
la part qu'il ne peut lui ôter. Les notions intuitives sont analysées et réduites en 

leurs éléments L'analyse est poussée jusqu'à ce que l'on arrive à Télément 

ultime, le nombre entier 

» Tout dérive donc du nombre entier et participe par conséquent de la certi- 
tude de l'Arithmétique; le continu lui-même se ramène à cette origine, et toutes 
les égalités qui font l'objet de l'Analyse et où figurent des grandeurs continues 
oe sont plus que des symboles, remplaçant une multitude infînie d'inégalités 
entre nombres entiers. Les notions analytiques sont donc pour Weierstrass, 
comme pour Kronecker, des constructions faites avec les mêmes matériaux, les 
nombres entiers. Mais il y a une différence entre les deux conceptions; Kronecker 
est surtout préoccupé de mettre en évidence le sens philosophique des vérités 
mathématiques; le nombre entier étant le fond de tout, il veut qu*il reste par- 
tout apparent; pour lui les seules opérations licites sont l'addition et la multipli- 
cation; ce n'est que par une concession aux préjugés contemporains qu'il consent 

parfois à admettre la division. Tel n'est pas le point de vue de Weierstrass » 

PoiNGARÉ, Vœuvre mathématique de Weierstrass {A. M., t. XXII, p. ifi). Rap- 
pelons que Weierstrass a critiqué, même très vivement, l'exclusivisme de Kro- 
necker relativement à l'idée de nombre, 

(*) On méconnaîtrait néanmoins la conception de Weierstrass en supposant 
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(Chap. II el III), la définition de fonction analytique par un sys- 
tème monogène de séries de puissances (Chap. V) et les nombreux 
théorèmes que nous allons établir. 

§ I. — Fonctions entières : représentation, propriétés. 

Les fonctions analytiques les plus simples sont celles qui n'ont 
pas de singularité à distance finie, c'est-à-dire les fonctions 
entières. Elles peuvent être représentées par des séries de puis- 
sances dont le rayon de convergence dépasse tout nombre donné 
(I'* Partie, p. 289); réciproquement, de pareilles séries définissent 
des fonctions analytiques n'ayant pas de singularité à dislance finie 
(r* Partie, p. 3o4), et, par suite, des fonctions entières. 

Aussi devons-nous reprendre, par les procédés de Weierstrass, 
l'étude des développements tayloriens convergents dans tout le 
plan : et d'abord, quelle est la nature de leur point à l'infini? 

qu'il rejette tout moyen d'investigation, en dehors du développement de Taylor, 
quand il s'agit de trouver les propriétés des fonctions : nous avons déjà dit que, 
dans la Théorie des fonctions elliptiques, il prend comme point de départ le 
théorème d'addition algébrique (voir aussi n*> 306, note). 

Voici le jugement que Weierstrass, dans une Lettre à M. Schwarz (3 oc- 
tobre 1875, ŒuvreSf t. II, p. a35) porte lui-même sur sa méthode : <c Plus je 
réfléchis sur les principes de la Théorie des fonctions, et j'y pense sans cesse, plus 
s'affermit ma conviction qu'elle doit reposer sur le fondement des vérités algé- 
briques, et que Ton ne suit pas la voie droite quand, inversement, pour établir 
les lois simples et fondamentales de TAlgèbre, il faut avoir recours à ce que pour 
abréger j'appellerai le transcendant (si séduisantes que puissent paraître au 
premier abord les considérations par lesquelles Riemann a établi tant d'impor- 
tantes propriétés des fonctions algébriques). Que l'inventeur, aussi longtemps 
qu'il s'occupe de recherches, puisse prendre le chemin qu'il lui platt, cela va de 
soi ; je parle ici seulement d'une exposition systématique. » 

De fait, un jugement comparatif entre les procédés de Cauchy et ceux de 
Weierstrass est malaisé : le but est différent. A ce propos, contentons-nous des 
remarques suivantes : 

Il y a plus de largeur dans les défînitions de Cauchy : mais exislc-t-il a priori 
des fonctions satisfaisant aux conditions multiples qu'il leur impose, et n'y a-t-ii 
pas un inconvénient à accumuler dès le début d'une théorie bien des notions 
délicates ? 

La notion de série se présente assez naturellement; mais est-il bon de caracté- 
riser une fonction par une forme spéciale de représentation? 

Les définitions de Cauchy rendent presque intuitifs bien des théorèmes; mais 
quelle évidente rigueur dans le procédé suivi par Weierstrass pour les établir! 

Quant à la comparaison entre la notion d'intégrale définie et celle de série, 
on a fait remarquer que, reposant toutes deux sur Tidée de limite, elles puisent 
dans cette même origine le même caractère transcendant. 
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274. Théorème I. — La fonction analytique uniforme définie 
par une série entière (j{x) = Oq "H ^i ^ + • • • -I- «/i^" -h • . • , 
convergente dans tout le plan^ a une singularité essentielle à 
l^ infini. 

En effet, d'abord une pareille fonction n^est pas régulière à 
riniini (p. 92) (*). 

De plus, l'infini n'est pas un pôle. Sinon on pourrait trouver un 
entier positif n tel que le produit de la fonction par ^~« fût régu- 
lier dans le domaine de l'infini. Or, ce produit peut être séparé en 
deux parties 

ÂTextérieurd'un cercle de rayon déterminé suffisamment grand, 
la première devient inférieure à tout nombre donné et la seconde 
dépasse tout nombre donné. Donc, leur somme n'est pas holo* 
morphe à l'infini. 

Le point à l'infini est donc bien un point essentiel, puisqu'il 
n'est ni un point ordinaire, ni un pôle. 

275. La réciproque (n°277) repose sur cet important théorème 
déjà établi (1" Partie, p. 292 et 3o6) : 

La fonction analytique définie par une série entière a au 
moins un point singulier sur la circonférence du cercle de 
convergence de cette série. 

Donnons-en ici une démonstration directe et commençons par 
un lernme. 
Soit 

une série entière, qui converge au moins dans le domaine |^|<;Ri- 
En chacun des points ^ de ce domaine, on peut déduire de l'élé- 
ment initial, par prolongement, des séries $(ar|Ç) procédant sui- 
vant les puissances Ae x — Ç. Si les rayons de convergence de 
ces séries ont pour limite inférieure un nombre p, le rayon de 
convergence R de la série 9(x) est au moins égal à R« H- p. 



(') Il suffit d'avoir établi le lemmc de Cauchy par la méthode de Weierstrass 
(I'* Partie, p. 219) pour que le théorème de Cauchy-Liouvilie se trouve démontré 
au moyen des séries, indépendamment de toute considération d'intégrale. 
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Nous établirons ce lemme en montrant que, dans le domaine 
I a:| < R| -+- p, le module de a„^" ne dépasse pas un nombre fixe. 
Par hypothèse, la série 

/i=0 

converge dans le domaine |$|<;R|, \x — Ç|<;p. Entourons 
chaque point Ç d'une circonférence C| de rayon pi(pi<p)i e' 
appelons N la limite supérieure des modules de la série 9{x \ l) sur 
les circonférences de tous les cercles C| décrits de tous les points Ç 
dont le module est un nombre r inférieur à R|. N est fini, et Ton 
a (!'• Partie, p. 219) 



(I) 



:Npr. 



On peut obtenir ^"{^) en dérivant n fois la série entière donnée 
qui représente Ï(Ç) (P* Partie, p. i3g); l'inégalité (1) peut donc 
s'écrire 



(^) 



2fA({JL-i)...(ia-n + i)aj,5l*-« 



[L-n 



= NPT«. 



Appliquons le même lemnie (I"^ Partie, p. 219) à la série 
entière $"(5) dont nous venons d'obtenir les coefficients en déri- 
vant n fois $(S); puis servons-nous du second membre de Tune 
des inégalités (1) ou (2) pour avoir une limite supérieure du 
module de ^"{l) sur la circonférence décrite de l'origine avec /* 
comme rayon. Il vient 

ou bien 

(3) ^f^(f^-')---(K-'*-+-Oa|ii''»"^^N^,. 

Or, on a 
par suite, le premier membre de la relation (4) représente le 
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module du ([x + i)**"« terme de la série ï(^) sur la circon- 
férence \x\=r-{- ^. D'après Tinégalité (3) îl n'alteint pas 







I 

N_ 


r 


et, 


a fortiori, le 


nombre fixe 








N, 


Ri 



R,-/- 

Donc, la série donnée 9{x) converge absolument dans le 
domaine |^|<^r-f- ^; c^est dire que son rayon de conver- 
gence est au moins égal à R| -h p, puisque r et pi s'approchent 
autant que l'on veut de R| et de p (*). 

276. Ce lemme établi, le théorème est immédiat. 

En effet, dans le domaine (0 formé par le cercle de conver- 
gence C de l'élément $(^) et sa circonférence, les rayons de 
convergence p(Ç) des séries ^(x|Ç)ont une limite inférieure pqui 
est nulle; sinon le rayon de convergence de 9{x) surpasserait le 
rayon R de C. 

Cette fonction p(Ç) est continue dans cô (*), et, dès lors, elle 
atteint au moins en un point de (0 sa limite inférieure (T* Partie, 
p. 4o)- Ce point ne saurait être intérieur au cercle C, puisqu*en 
tout point intérieur le rayon de convergence est positif. Il est 
donc situé sur sa circonférence (' ). 



(•) Le rayon de convergence R ne peut dépasser R|-hp : aussi, le lemme 
revient à dire que ce rayon de convergence s'obtient en augmentant R, de la 
limite inférieure des rayons de convergence des séries prolongements. 

Ce lemme s'étend aisément aux fonctions de plusieurs variables (c/. Bakkr, 
Proceedings of the London M. S., 1901-1902, p. 296). 

(') Pour s'en assurer, il n'y a qu'à modifier légèrement un raisonnement déjà 
fait (!'• Partie, p. 3o3). 

(^) Comme le lemme ci-dessus, le théorème s*étend aux fonctions de plusieurs 
variables. Par exemple, une fonction analytique de deux variables, définie par 
une série entière, a au moins une singularité sur l'ensemble | a: | = R, |^J =^, 
R et cA. désignant des rayons de convergence associés. 
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277. Théorème II. — Les développements tayloriens des Jonc- 
tions entières ont des rayons de convergence infinis. 

En effet, si le cercle de convergence C de rélément initial 
d'une fonction entière avait un ra^on fini, cette fonction aurait 
au moins un point singulier sur sa circonférence; Texistence de 
cette singularité à distance finie est contraire à Phjpothèse. 

Corollaire. — Une fonction entière peut être représentée par 
une série entière G(x) convergente dans tout le plan (ou bien, 
si elle est rationnelle, par un polynôme); dès lors, la transfor- 
mation (^, (a; — ^)~*) montre que toute fonction ayant une sin- 
gularité unique (nous la supposerons essentielle) est représenlable 

par une série G( __ V C'est une fonction quasi-entière. 

278. Théorème III. (Weierstrass.) — Dans tout domaine 
borné, une fonction entière a un nombre fini de racines. 

En effet, si, dans un pareil domaine, elle en avait une infinité, 
ces racines auraient à distance finie un point limite a (T® Partie, 
p. 21) dans le voisinage duquel la fonction serait régulière. En ce 
point, ou bien la fonction serait nulle, ce qui est impossible, 
puisque les racines d'une fonction holomorphe sont isolées; ou 
bien la fonction serait différente de zéro, ce qui est impossible, 
car une série de puissances est continue dans son domaine de 
convergence, et par suite la fonction entière est continue en a 
{voir aussi n® 291). * 

§ IL — DÉCOMPOSITION EN FACTEURS PRIMAIRES. 

279. La fonction transcendante entière peut être envisagée 
comme Ia somme d\\ne suite illimitée de termes de la forme an^"i 
et à ce titre elle généralise le polynôme. Comme le polynôme, est- 
elle aussi décomposable en un produit de facteurs? quelle est lu 
nature et quel est le nombre de ces facteurs? leurs racines peuvent- 
elles être choisies arbitrairement et suffisent-elles à déterminer la 
fonction? 

Quelques recherches antérieures à celles de Weierstrass avaient 
préparé la solution de ces problèmes. 
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Depuis longtemps, Euler avait fait connaître la décomposition 
du sinus en un produit de binômes du second degré au moyen de 
la formule 

sinira: / a?*\ / iP'N / x^\ 

Cauchy avait vu que, pour obtenir certaines transcendantes, il 
fallait multiplier le produit des binômes du premier degré du 
type X — a„ par une exponentielle ef^^\ S{^) désignant une 
fonction entière (*). Même l'introduction de cette exponentielle 
ne suffit à donner l'expression générale des fonctions admettant 
les zéros ««, ..., a„, ... que dans le cas où la série ^| ag |"' 
converge. 

L'étude du développement des fonctions Sr et (^ en produits 
infinis amena Weierstrass à s'occuper de cette question et fut 
ainsi l'occasion d'une de ses plus belles découvertes (^). 

280. La formule trouvée par Gauss ('), 

ffe=n[(-K)(^n-n[(-i)«---]. 

n=\ n—V 

le mit sur la voie de la solution. Dans ce développemenl, chaque 



(') Œuvres, a» série, t. IX, p. 210 {Anciens exercices de Mathé/natiquc^r 
1829-1830). 

(^) Ces recherches, exposées en 1874 par Weierstrass dans son cours à TUni- 
versité de Berlin, ont été publiées dans un Mémoire fondamental : Zur Théorie 
der eindeutigen analytischen Functionen {C. R, de l*Ac. de Berlin, 1876; 
Œuvres, t. II, p. 77; traduit par M. Picahd, A. E, N., 1879). 

Quinze ans auparavant, Betli, dans ses Leçons à l'Université de Pise (1859- 1860), 
avait traité un problème analogue à celui résolu par Weierstrass, mais sans aper- 
cevoir toutes les conséquences de sa découverte; il en fit l'application au déve- 
loppement des fonctions eulériennes, trigonométriqucs et elliptiques, puis, lais- 
sant son Mémoire inachevé, il n'y pensa plus {Annali di Matematica, 1860; 
La teorice délie funzioni ellitiche. Introdazione, n* C, p. 81.) 

On peut voir aussi Scherino, Gôltinger Abhandlungen, t. XXVII, 1881, p. 3. 

(^) Dejinimus itaque functionem II(^) ..., si mavis, per limitem producti 
infiniti 

I 2«-^* 3»+> 4»+» 

J+7 i»(2-h5) 2^x3"TT) 3*(4-+--c)"* 

(GAUsa, Œuvres, t. HI, p. 1^6). 
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facteur, au lieu d'éire linéaire, est une fonction uniforme n'ayant 
qu'un zéro (le point — n)ei un point singulier (le point oo) : l'intro- 
duction d'exponentielles dans chaque élément du produit fait que 
ce produit converge, alors que le produit des facteurs (1 + —) 
est divergé quel que fût l'ordre de ses termes. 

Dans le cas général, la solution était analogue : en adjoignant 
à chaque binôme (ûc — a^) une exponentielle, c'est-à-dire en pre- 
nant comme facteurs des transcendantes entières ayant chacune 
un seul zéro, on obtenait des produits infinis convergents. Ces 
fonctions entières à un seul zéro remplacent les facteurs linéaires 
qui interviennent dans le cas du polynôme; elles sont appelées 
/acteurs primaires ( * ). 

Weierstrass a ainsi résolu les questions suivantes : 

Etant donné un ensemble isolé E d^ éléments a^, . . . , a,,, . . . , 

sans point limite à distance /inie, rangé de telle sorte que l'on 

ait{^) 

|«i !<l«i I <•••<!«« !<••• («i<o; lini^a«=oo\, 

existe-t'il des fonctions entières ayant pour racines et pour 
seules racines les points de cet ensemble ('); peut-on les repré- 



(*) Weierstrass appelle facteur primaire toute fonction uniforme qui a une 
seule singularité (polaire ou essentielle) et au plus un zéro {Œuvres, i. II, 

p. 9O. 

(') Si plusieurs éléments ont le même module, on les place dans un ordre 
arbitraire. 

Si un élément est répété/» fois, on impose à la racine correspondante d'avoir 
comme ordre/? : pour y parvenir, il suffit d'élever à la puissance p le facteur 
primaire relatif à cette racine. 

Si zéro devait être racine et racine d'ordre ^, on ferait précétler du facteur x^ 
le produit que nous allons former; ou bien, ce qui revient au mùme, on formerait 
une fonction du type x-^ G(j?) répondant à Ténoncé. 

(^) Les zéros de toute fonction entière doivent pouvoir satisfaire aux conditions 
imposées à l'ensemble E (P* Partie, p. i^o et n*290); il va résulter du théorème 
de Weierstrass que réciproquement à tout ensemble d'un pareil type corres- 
pond une fonction entière. 

En combinant le théorème de Weierstrass et celui de M. Mittag-Leffler ( n» 293), 
on obtient immédiatement l'expression des diverses fonctions entières qui prennent 
aux points ap ...,a„, ... des valeurs données 6,, ..., 6„, .... Ou en déduit 
également l'expression d'une fonction entière prenant en ces* points, ainsi que 
sa dérivée, des valeurs données ô^ ..., 6„, ..., Cp ..., c„, ... {cf. Guichard, 
.1. E, JV., 188I, p. I27). 



-A.. 
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senler par un produit de fadeurs primaires; quelle en est 
V expression la plus générale? 

281. Formons d'abord une fonction entière particulière ajanl 
pour racines et pour seules racines les points de E. 

Lorsque la série ^ -, : est convergente, la série ^ — converge 

absolument et uniformément dans tout domaine borné; par suite 
(!'• Partie, p. i44) '' en est de même du produit 



tii'-B 



La solution du problème énoncé est donc immédiate dans ce cas 
particulier (1"^" Partie, p. i46)- 
Dans le cas général, posons 

\anj an 7. ni n — i aj"» 

et considérons le pvoduit 

G(„=n[(,-i),'-(é)]. 

n = l 

il converge absolument et uniformément dans tout domaine 
fini. 

En effet, prenons les points x intérieurs à un cercle de rayon 
déterminé r, r étant aussi grand que Ton veut, ayant Torigine 
comme centre et laissons de côté les facteurs du produit (W), en 
nombre limité (soit [jl ce nombre), pour lesquels [an] < r. Pour 
étudier les autres, remarquons que Ton a 

,.[(.-i),'-©] 

\ an/ \an/ n\an) n-{-\\a„J 

l^e facteur de rang n dans le produit (W) est donc 



e 



Ce facteur est une fonction entière, que Ton peut écrire (P* Partie, 
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p. 16961219) 

les coefficients ao, «i, . . . du développement étant tous en valeur 
absolue inférieurs à un {*). Dès lors, pour prouver la conver- 
gence absolue et uniforme de (W), il suffit (I" Partie, p. i44 
et 148) d'établir la convergence absolue de l'une des séries 

^|/a7\« /a7\«-Hi I ^( r Y \a„\ V /" '' Y 

2-IU;-^U/ ■^•'T 2-l|a„i; r^TT^T' Z[\7;r\) ' 

et de montrer que cette dernière série, qui est numérique, con- 
verge, lien est bien ainsi, puisque la racine /?*'^"® de son lerme 
de rang p lend vers zéro (-). 



(<) En effet, considérons ce facteur sous la forme qu'il a dans le produit (W) 

et, pour le simplifier, remplaçons — par x. On voit d^abord que, dans le deve- 
nu 
loppement de la fonction entière 

en série entière, les coefficients ^ sont inférieurs à i; car ces coefficients sont 
positifs, ne peuvent qu*augmenter avec v, et tendent vers i pour v infini, puisque 
alors on a 

X x-* ,1 

-7-+-...-+- ---»-... lOgr 1 , 

\ — X 
Revenons au facteur de rang n\ il peut s'écrire 

X j"«-« 

(i — a?)c^ ""^«--1= (1 — a7)(i + p,a74-...) = »-^ i^x" -\' a.^x'"^^ + 

Puisque l'identification donne 

les inégalités fip<i entraînent les inégalités | a^| <i, comme il fallait l'établir. 
(') D'après ce raisonnement, il suffit de prendre les polynômes P„ chacun d'un 
degré /?„ — i tel que la série 



^\I«J/ 



converge quel que soit r (en général /?„ sera une fonction croissante de n\ dans 
certains cas, il pourra être constant). La détermination d'une suite d'entiers p„ 
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En résumé, le produit obtenu converge absolument dans tout le 
plan et uniformément dans tout domaine borné. En vertu de cette 
convergence uniforme, il représente une fonction entière, puisque 
ses facteurs sont des fonctions entières (I"* Partie, p. 219) (')- H 
s'annule en chaque point de Tensemble E et seulement en ces 
points (1" Partie, p. i46). 

Chaque facteur est bien un facteur primaire, puisque c'est 
une fonction analytique uniforme ayant un seul zéro et un seul 
point singulier (point qui est essentiel et rejeté à l'infini) (*). 



rendant convergente la série ci-dessus est possible, puisque limj a„ | = od. Ainsi, 
à la valeur particulière Pn= ^ <^ont nous nous sommes servi pour flxer le degré 
des polynômes P., on peut substituer souvent une valeur plus petite. 

Il en résulte que les fonctions exponentielles qui entrent dans les facteurs pri- 
maires ne sont pas déterminées : la décomposition en facteurs primaires est pos- 
sible d'une infinité de manières ( Weierstrass, Œuvres, t. II, p. loi). 

Nous insisterons tout à Thcurc sur le cas où la série V | a^ |-»^> converge, 

<o désignant un tnlitvfixe; il suffit alors de prendre />^= u + i. 

[)ans le cas général, il suffit de prendre pour />„ la partie entière de log/i, ou 
même de 2log/i : log| a, | (Borbl, A, M., t. XX, p 36o). 

(*) La dérivée logarithmique de ce produit G(a7) est une série S(â;) abso- 
lument et uniformément convergente; il en est de même des séries en nombre 
infini obtenues en dérivant terme par terme S(J7) et ses dérivées (il faut exclure 
de la convergence absolue les points racines des facteurs primaires, et de la con- 
vergence uniforme les voisinages de ces points ). 

En effet, on a 



Raisonnons comme ci-dessus. Suit \x\ — r\ laissons de cdté dans cette série 
les {1 termes pour lesquels | a. | < /'» et remplaçons dans chacun des autres 
{x^a^Y^ P^' ^^^ développement suivant les puissances croissantes de x. Vu 
les hypothèses, le théorème de Weierstrass (['* Partie, p. 219) et même celui de 
Cauchy (P* Partie, p. a 18) est applicable; par suite la somme considérée con- 
verge absolument et uniformément dans le cercle \x\^r. Si l'on ajoute à cette 
somme les {jl termes laissés de côté, la somme totale S(j7) converge absolument 
et uniformément dans le domaine défini ci-dessus, en tenant compte des restric- 
tions indiquée». 

On peut appliquer le même raisonnement aux séries obtenues en dérivant S (x) 
terme par terme un nombre quelconque de fois : il n'y a qu'à faire intervenir la 
convergence du développement binomial de (i — ^)"~* pour ^ < i. 

(') Un zéro d'une fonction entière est un pôle de sa dérivée logarithmique; 
cette dérivée n*a pas d'autres singularités; c'est donc une fonction méromorphe. 
Par suite, le théorème de M. Mittag-Lefflcr (n<" 293 et 295) aurait permis d'écrire 
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282. Pour déduire de cette première fonclion eotière G{x) 
toutes celles qui répondent à la question, on remarque que toute 
/onction entière n^ ayant pas de zéro est de la forme ef^^\ g{^) 
désignant une fonction entière arbitraire. 

En efict, d'abord une pareille fonction est régulière et différente 
de zéro dans tout domaine borné. 

Réciproquement, toute fonction analytique uniforme h{x) sans 
discontinuité et sans racine à distance finie a sa dérivée loga- 
rithmique développable en une série entière toujours convergente 
(n"' 177 et 289); ainsi on a, quel que soit j?, 

h\X) 

Il suffît donc d'appeler g{x) la fonction entière (!"•* Partie, p. i38) 

pour pouvoir représenter par e^^^^ la fonction h{x) (*). 

Ce lemme établi, appelons Gi(x) une fonction entière quel- 
conque ayant les mêmes zéros que G(^). Le quotient de ces 
deux fonctions est une fonction entière (^) sans racine à distance 
finie ; on a donc 

Réciproquement, toute fonction du type eS^^^ G(^) est une fonc- 



de suite la formule (1) de la note cî-dessus : on en déduit par intégration la fur- 
mule (W). De là une seconde méthode pour établir le théorème de Weierstrass, 
qui devient ainsi un corollaire immédiat du théorème de M. Mittag-Lejffler, 

Inversement, une fonction entière mise sous la forme (W) a pour dérivée loga- 
rithmique une fonction méromorphe mise sous forme canonique (n<> 293). 

(*) Weierstrass, Œuvres, t. H, p. 97. 

Pour obtenir ce lemme par les procédés de Gauchy, on remarque que le loga- 
rithme d'une fonction entière sans racines n'est infini en aucun point à dislance 
finie; par suite (I'* Partie, p. 178) il est régulier en tout point du plan : c'est 
une fonction entière g{x). Donc la fonction h{x) elle-même peut être repré- 
sentée par cr('). 

(') Comme ci-dessus, le théorème de la division des séries entières ( n" 289) 
montre que ce quotient est régulier en tout point du plan, que ce point soit ou 
non une racine pour les deux fonctions G et G|. 

F. -II. 12 
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lion entière avant les mêmes racines que G(x) : nous avons donc 
obtenu Texpression de toutes les fonctions entières ayant des zéros 
donnés (')• 

283. Reprenons la formule (W). 

Supposons que la série 5j|^« I* devienne convergente par l'élé- 
vation de tous ses termes à une même puissance entière co + i . En 
ce cas, aux polj^nomes P^ dont le degré n — i varie avec le fac- 
teur primaire correspondant, on peut substituer des poljnomes 
tous de même degré co, définis par les relations 

il n*j a rien à modifier au raisonnement développé plus haul, 

puisque alors la série Tlf-j r) converge. 

Ce cas particulier, d'une grande importance, a conduit Laguerre 
à classifier les fonctions entières correspondantes en genres, 
d'après la valeur de (o (^). Supposons (o choisi le plus petit 
possible, et dans la relation 

«<—'-' n[(-€)''~<=^]' 

prenons pour g{x) un polynôme de degré y. Le plus grand des 
deux entiers to e/ y définit le genre de la fonction G(a:). 
Une fonction est dite de genre infini lorsqu'il n'existe pas 



(*) Ainsi, d« même que le polynôme n'est déterminé par ses racines qa'à un 
facteur constant prés, de même une fonction transcendante entière n'est déter- 
minée par ses zéros qu'à un facteur exponentiel prés. Ce facteur exponentiel ren- 
ferme, il est vrai, une transcendante entière arbitraire, c'est-à-dire un élément de 
même nature que la fonction à représenter; néanmoins, en fait, cette transcen- 
diale est en général plus simple que la fonction dont on cherche Texpression. 
Son éyaluation numérique, si embarrassante dans les applications, est parfois 
facilitée par une proposition de M. Hadamard (/. M,, 1893, p. 188). Cf. aussi 
BoRBL, A, M., t. XX; Fonctions entières, p. 8a. 

(') C. i?., i88a, 1* semestre, p. 160, 635; a* semestre, p. 8a8. CEuvres, t. I, 
p. 167. 
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d'entier fixe co rendant convergente la série dont nous avons 
parlé, ou bien quand la fonction g(a:) est transcendante (*). 

Les fonctions entières de genre zéro, c'est-à-dire celles dont 
les facteurs primaires ne renferment pas d'exponentielle (en sup- 
posant aussi que g a une valeur constante), se rapprochent des 
polynômes; à certains points de vue, les propriétés des fonctions 
entières diffèrent d'autant plus de celles des polj^nomes que leur 
genre est plus élevé {^). 

Cette définition du genre d'une fonction peut être rattachée à 
celle de Vexposant de convergence d'une suite infinie de 
nombi^es positifs croissants. Soit 

|a,|, |a,|, ..., |a„|, ... 

une pareille suite. Il peut arriver que la série ^j rr diverge 

pour une valeur positive de p (et dès lors pour chaque nombre 
de l^ensemble E formé par les nombres positifs moindres), qu'elle 
convei^e pour une valeur positive de p (et dès lors pour chaque 
nombre de l'ensemble C formé par les nombres supérieurs). La 
limite commune R de ces deux ensembles Ë et 6 est appelée 
exposant de convergence de la suite ('). 



(*) Exemple : les fonctions pour lesquelles | a^ | = logn sont de genre infini. 

M. Boutronx a abordé uae classification des fonctions entières d^ordre infini, 
basée sur le mode de croissanoe des racines de ces fonctions, et a donné quelques 
propriétés des fonctions dont Tordre est infini sans être transfini (C. B., 190a, 
1" semestre, p. Sig). Voir aussi Maillet, C R., 1908, i" semestre, p. 348. 

Antérieurement, M. Boutroux, en réponse à une question posée par M. Poincaré 
{B, S. Âf., i883), avait montré que I4 somme de deux fonctions chacune de 
genre p peut être de degré p^i (C> R-, >90iy i" semestre, p. 261 et 1902, 
i« semestre, p. 82). 

(^) Par exemple, le théorème des lacunes, corollaire de celui de Descartes, 
s'applique aux fonctions entières de genre ou 1 ; certaines conséquences du 
théorème de Rolle subsistent pour les fonctions de genre fini. C/. Borkl, 
Fonctions entières, p. 29. — Gesàro, C. R., i884i 2* semestre, p. 26. 

(>) Ce nombre R existe (I" Partie, p. 26). Il résulte de sa définition que la 

série 7] I ^i» l~^ diverge pour p = R — c, et qu^elle converge p = R -f-«, quel que 

soit le nombre positif c; pour p= R, il y a doute. Ce nombre R est nul (ou infini) 
quand la série converge (ou diverge) quel que soit p. 

Vexposant de convergence joue dans la théorie des fonctions entières un rôle 
important, comme le rayon de convergence dans celle des séries entières. En 
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D'après celte définllion, le genre co d^une fonction entière est 
égal à la partie entière de l'exposant de convergence R de l'en- 
semble formé par la suite des modules de ses zéros, si R n'est 
pas entier; quand R est entier, (o est égal à R — i ou à R, suivant 

que la série ^^- rg converge ou diverge (on suppose Y^co). 

M. Borel a proposé de compléter la notion de genre par celle 
d*ordre. Il entend par ordre réel d'une fonction entière G(:t:)de 
genre fini Vexposant de convergence R de la suite des modules 
de ses zéros, et par ordre apparent R' le plus petit nombre tel 
que l'on ait, pour les valeurs de r supérieures à une limite fixe, 
quelque- petit que soit le nombre positif s, 

N(r)<e''"^ 

en désignant par N(r) le module maximum de la fonction G(x) 
sur la circonférence | a: | = r ( * ). 



particulieri dans le cas où Yordre d*infinitude {voir note suivante) de la suite 
des éléments | a„ | considérés comme des fonctions de n, a^ désignant la racine 
de rang n, est déterminé, cet ordre est égal à l'inverse de l'exposant de conver- 
gence de la suite des éléments | a„ | ; par suite, la connaissance de l'exposant de 
convergence de la suite | a^ \ renseigne d'une manière précise sur la rapidité de 
la croissance de | a^ |. Cf. Borkl, Fonctions entières, p. aS et 107. 

(') Pour étudier la croissance d'une fonction positive 7(r) qui croit indéfi- 
niment avec la variable /*, on la compare à une puissance positive de r. Si le 
quotient 9(/*) : r^ lend vers une limite finie et difilérente de zéro pour r infini, 
on dit que a est le degré d'infinitude de la fonction «p(r). 

Pour que ce degré existe, il faut, mais il ne suffit pas, que le rapport 

log8>(r) : logr 

tende vers une limite. Néanmoins, toutes les fois que ce rapport tend vers une 
limite a, on convient de considérer cette limite, alors même que le degré d'infi- 
nitude ne serait pas déterminé, et de dire que ^(r) est de degré (a) (que l'on 
énoncera dans ce cas en disant a parenthèses). 

D'après cette définition, la fonction e* a un degré infini. 

On peut dire encore que Vordre d'infinitude de cp(r) est déterminé, quand il 
existe un nombre a tel que, si petit que soit un nombre e donoé à l'avance, l'iné- 
galité r>N entraîne les inégalités r»-*< 9 (r) <r*+*, N désignant un nombre 
fixe. L'ordre d'infinitude de <p(r) est alors le même que celui de r*. 

Une fonction <p(r) est dite à croissance régulière lorsque sa croissance peut 
être comparée à celle de certaines Tonctions simples. D'une manière plus précise, 
elle est dite à croissance régulière lorsque l'ordre d'infinitude de log9(r) est 
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Dans d*importanls travaux on a tiré parti de ces notions. 
M. Poincaré a fait connaître une relation entre l'ordre de gran- 
deur d'une fonction entière pour les grandes valeurs de la variable, 
et, d'une part, le genre de cette fonction (supposé fini), d'autre 
part, l'ordre de grandeur de ses coefficients (*). MM. Hadamard 
et Schou ont complété ces théorèmes en donnant une relation 
entre une limite supérieure de la croissance d'une fonction entière 



déterminé, ou encore lorsque — . - — - a une linaile pour r infini. Cf. Borel, 

Fonctions entières, p. aa et 107; Séries à termes positifs, p. 3a; Fonctions 

me'romorphes, p. 49* 

Soit G(^) une fonction entière dWdre fini et différent de zéro : elle est dite à 

croissance régulière lorsque N(r) est à croissance régulière, N(r) désignant son 

. . ,, . . • « loeloeN(r) 
module maximum sur la circonférence | j? | = r, par suite, lorsque ° . ^ — 

a une limite [ou encore lorsque l'ordre d'infinitude de \a^\ est déterminé (Borsl, 
Fonctions entières, p. 108)]. On peut dire que cette limite définit Vordre appa- 
rent de la fonction. 

Quand Tordre apparent n'est pas entier, il se confond ayec Tordre réel : c'est 
Tordre de la fonction. L'ordre d'une fonction se déduit donc soit de la considé- 
ration de la suite de ses zéros, soit de celle des valeurs de N(r). Cf. Borel, 
Fonctions entières, p. 74. 

Signalons enfin un Mémoire de M. Maillet où il établit un critère pour recon- 
naître si une fonction entière donnée par son développement de Taylor est à 
croissance régulière, et un critère pour reconnaître si elle est à croissance irrc- 
gulière {A. T., 190a, p. 446)- 

(') Soit G{x) = Vc„a?" une fonction entière de genre w, et N(r) son module 
maximum pour \x\ = r. On dit que Vordre de grandeur de la fonction posi- 
tive croissante N(r) (!'• Partie, p. 297) est inférieure celui d'une fonction *(r) 
si Ton a, à partir d'une certaine valeur de r, 

N(r)<*(/-). 

Les inégalités dites de M. Poincaré {B. S. M., i883, p. i36) résultent des 
relations 

N(r) < €*'■"'■', lim (c/V^Tî) = o : 

la première a lieu, quel que soit le nombre positif x, pourvu que r soit assez 
grand; la seconde permet d'écrire à partir d'une certaine valeur de n 

M. Pringsheim a rendu plus élémentaires la démonstration du théorème de 
M. Poincaré, et celle du théorème de M. Hadamard énoncé dans la note suivante 
( Sitz. d. A. zu Miinchen, 190a, p. i63 ). 
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et une limile supérieure du nombre de ses zéros intérieurs k un 
cercle décrit de l'origine ('). M. Borel a cherché si le nombre 
des zéros atteint effectivement cette limite supérieure (^), etc. 

Indiquons seulement, pour une fonction entière quelconque 
G{x), une formule simple relative au nombre /i = 0(r) de ses 
zéros dont le module est inférieur à un nombre donné r, formule 
valable dans le cas où 0(r) croît rapidement avec r ('). 



(I) D'après les définitioos précédentes, on est conduit à dire qu^une fonc- 
tion v{r) est une limite supbkieurb de la croissance de la fonction en- 
tière G(x) quand on a 

N(r) =«•('), 

QUKL QUE SOIT r. Soit G{x) une fonction entière de genre fini, dont on connaît 
une limite supérieure v{r) de la croissance; nous supposerons G(o) = i. 
MM. Hadamard (/. M., 1893 ) cl Schou ( C. /?., 1897, 2' semestre, p. 763) ont 
déduit de cette limite supérieure de la croissance une limite supérieure du 
nombre n des racines de G(x), de module inférieur au quotient de r par un 
nombre arbitraire s plus grand que a; elle résulte de l'inégalité 

/ilog(5 — 1) <i'(r). 

En particularisant la fonction v{r)j on en conclut que l'ordre réel d'une 
fonction entière est au plus égal à son ordre apparent. 

M. Hadamard montre ensuite que l'on a, sur une infinité de cercles de rayons 
indéfiniment croissants, 

|G(^)|> «-'•'**•, 

R désignant l'ordre de la fonction, et e un nombre positif arbitraire. 

Dans un second Mémoire {B, S. M., 1896, p. 186), M. Hadamard a mis, sous 
une forme plus simple et plus exacte, les relations qu'il avait trouvées entre 
Tordre de grandeur des coefficients du développement de G{x) et Tordre de 
grandeur deG(x) pour des valeurs infinies de la variable. 

M. Lindelôf {Acta S. S. Fennicœ, t. XXXI, n« 1, 190a) a précisé les relations 
entre la croissance des coefficients et la croissance de la fonction. M. Maillet 
(/. M., 190a) a obtenu des propriétés nouvelles des racines des fonctions entières 
de genre fini, et en a fait l'extension aux fonctions quasi-entières. 

Cf. aussi : Le Hoy, B, D., 1900, p. a45. — Borel, Fonctions entières, p. 6a; 
Séries à termes positifs, p. 58. 

(*) BouEL, A. M,, t. XX, p. 357; A. E. N., 1899, p. 44. — Cf. aussi Lindklôf, 
C. B., 190a, a* semestre, p. 3 16. — Pktrovich, B. S. M., 1901, p. 3o3. On y trou- 
vera par exemple ce théorème : 

Une série entière f(x) ne peut avoir, dans son cercle de convergence, de 
racine de module inférieur à |/(o)|M-S M désignant le maximum du 
module du rapport de la fonction majorante de f{x) à la variable x [on 
suppose f{o)%o]. 

(*) Elle a été obtenue par M. Borel ( C. /?., 190a, i" semestre, p. i343). La 
démonstration que nous allons reproduire est due à M. Levî-Givita (B. D., 190a, 
p. 333). 
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Supposons G(o) = i, el désignons par Vn Je module de la 
racine a« de rang n. D'après celte notation, 6(r) a la valeur /> 
pour rp<, r'^Fp^s ; par suite il vient 

,. « = « 

Jf dr = y loff — ^^ H- n loff — = loff • 

« p=\ 

En vertu du théorème de M. Jensen (p. 127), le dernier loga- 
rithme ne peut dépasser logN(r); on a donc 

r''i^rfr?logN(r). 

Décomposons cette intégrale en deui[ autres : pour cela, appe- 
lons p au lieu de r la variable d'intégration; puis servons-nous de 

ridentité i == - ( i + ^~"^ j el posons 

L'inégalité ci-dessus devient 

i&(r)+i r''^(r-p)rfp^logN(r). 

Au premier membre, mettons en facteur -3r(r); la règle de 
L'Hospilal donne 

lira — ! s^T—j = hm 

r=« 3(r) r = «. 6(r) 

par suite^ il suffit que Q(r) croisse plus vite que / -^rfp pour 
que Ton ail l'inégalité asympto tique 

^<IogN(r). 

Elle établit une relation simple entre l'ordre de grandeur de la 
fonction et la densité de ses zéros. 

284. Montrons en terminant comment la formule de Weicr- 
slrass, relative aux fonctions entières, conduit à représenter sous 
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forme de produit infini, où Tensemble E des zéros est encore mis 
en évidence, des fonctions analytiques uniformes non entières. 

Supposons d'abord que Tensemble E (ensemble isolé) ait un 
seul point limite, et qu'il soit à dislance finie : soit a' ce point 
limite. Rangeons les éléments ai, ..., a,,, ... de E dans un 
ordre tel que \ a„ — a' | ne croisse jamais avec n. Il suffit de 
reprendre le raisonnement de Weierstrass, ou encore de trans- 
former le plan par une substitution linéaire ramenant le point a' 
à rinfini, pour conclure que le produit 



n[,_.^/.(s)] 



représente une fonction uniforme, ayant comme seuls zéros les 
points de E et comme unique singularité le point a\ 

Telle est donc l'expression, sous forme de produit infini, d'une 
fonction quasi-entière à un seul point singulier essentiel. 

Généralisons cette formule. Soit E un ensemble isolé tel que 
son dérivé E' ait tous ses points sur une circonférence C décrite 
de l'origine comme centre et soit partout dense sur G ('). Une 
méthode toute semblable à celle de Weierstrass conduit à repré- 
senter les fonctions analytiques uniformes régulières à l'intérieur 
(ou à l'extérieur) de G et nulles aux points de E sous la forme 



(2) 



«=i L v=i J 



Les points rt|, ..., a„^ •.. sont ceux de E rangés dans un 
ordre convenable; les points a^, . . . , a,,, . . . sont des points de G 
choisis de façon que lim (a„ — a,,) = o; ce choix peut être fait 

d'une infinité de manières, ce qui permet de donner diverses 
expressions de la fonction (^). 

iVf. Picard a aussi montré que l'on peut former une fonction 



(•) Un ensemble isolé est dénombrable {A. Af,, l. II, p. 373), et, par suite, on 
en peut ranger linéairement les éléments. La réciproque n'est pas vraie : par 
exemple, l'ensemble formé par les nombres rationnels est dénombrable (!''■ Partie, 
p. i5); il n'est pas isolé. 

(') Picard, C. /?., 1" semestre, 1881, p. 690 {Analyse, t. II, p. i45). M. Picard 
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uniforme, continue dans tout le plan, sauf sur une coupure recti- 
ligne, et admettant comme racjnes les points d^un ensemble isolé 
sans point limite en dehors de la coupure (*). 

Enfin, un important théorème de M. Mittag-Leffler (n® 296, 
note), généralise tous ces résultats (*). 

§ m. — Exemples. 

Les fonctions dont nous allons parler ont déjà élé étudiées 
directement. Mais ici, pour leur définition, on se place à un point 
de vue nouveau, et Ton peut afQrmer, sans démonstration directe, 
qu'elles jouissent des propriétés des produits absolument et uni- 
formément convergents rappelées à la fin du n° 281. 

28S. Problème I. — Trouver l'expression générale des 
fonctions entières qui ont pour racines la suite des nombres 
entiers positifs et négatifs (dzi,±:2, ...). 



La série \^ — étant convergente, les fonctions les plus simples 
11=1 
du type cherché sont de genre un. L'une d'elles a pour expression 



les autres s'en déduisent en multipliant cette fonction particulière 
par c*^f^\ g{oc) désignant une fonction entière arbitraire. 

La convergence absolue de ce produit permet le groupement 
deux à deux de ses facteurs (I*^* Partie, p. i46); on peut donc 

donne comme exemple d'ensemble E celui pour lequel on a 

/ i\ zïUî 
a„=(^i— -je n (Ar = o,i, ...,n-i). 

L'expression analytique (a) définit une fonction qui existe à l'intérieur de C, 
et une fonction qui existe à l'extérieur de C : il n'y a pas lieu de chercher si 
c^est la même fonction analytique, puisque C est en général une coupure fermée. 

(>) C, R,y 1882, 1" semestre, p. i4o6. 

(>) ^. M,, t. IV, p. 32; i88i 
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regarder comme l'expression générale des fonctions cherchées le 
produit 

,,, -^'hi'-p)- 

Parmi elles figure la transcendaule > puisque ses racines 

et ses seules racines correspondent aux valeurs dz i, ± 2, . . . : 
pour obtenir cette transcendante, il faut donner à g{x) la valeur 
zéro (*). 

286. Problème II. — Former V expression des fonctions 
entières qui ont pour zéros la suite des nombres entiers 
négatifs. 

Les fonctions les plus simples répondant à Ténoncé sont encore 
de genre un. Désignons Tune d'elles par x"^ f (^)> ^" ^ 

{X=l 

Comme application, cherchons à décomposer en facteurs pri- 
maires l'inverse de la fonction eulérienne de deuxième espèce. 

1^ Représentons par C la constante d'Euler 

C = lim ( iH h... H logfJi) =0,577215664 ..., 

(i=«.\ 2 i-t — I / 



(^) On peut le démontrer en partant de la relation, vraie pour toute valeur 
finie de n, 

. sin' — 

sinit:r XTT i n 



n 



/isin M — 1 \ sin* ^-- 

pour n = 00, elle donne 



=-n(-?)- 



siniix 

C/. aussi PrcARD, Analyse, t, II, p. i5i et 167. — Borel, Fonctions entières, 
p. 8a. 

(') D'après ce qui précède, nous savons que ce produit converge absolument 
et uniformément : pn peut aussi rétablir directement. Cf. Tanneky, Introduc- 
tion à la Théorie des fonctions, p. an. 
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el par <Ppl(^) le produit des (x + i premiers facteurs de f (^) 

. . a?(ir-f-i)...(ar4-fx) -'(1+ î -+■•■•-»- i) 
©i,(ar)= — i ^ !— e \ * 1*'. 

^^ ' J.2...fl 



On peut poser 

. .H- 



H h... H — = log |ji-4- C -h £jjL / Hm e{x= o'); 

d'où 



(4) ) ?,.(* + .) = (^-^0(^-^-»)--(^-^KH-.)^_„^.„„,^,c,.^,^ 

FaisoQS grandir [jl indéfiniment; on obtient la relation 

(5) ç(a7-4-i)= i;tf-C(p(a?). 

2** Reprenons la première des égalités (4); pour jjl infini, elle 
devient 

d'après la définition donnée (V^ Partie, p. igo). Cette relation 
montre que V inverse de la fonction eulérienne est une trans- 
cendante entière, elelle en donne la décomposition en facteurs 
primaires. Ce résultat est dû à Weierstrass (*), 

i** La combinaison des relations (5) et (6) permet de retrouver 
immédiatement les formules (I*^ Partie, p. 191) 

(7) T{x-i^i)==xr(x), T{X)T{1-X)=^r^- 



(^ ) Le prodait iofini qui représente l'inverse de T{x) est formé avec la moitié 
des facteurs qui entrent dans le développement de sinic^r. 

Cette analogie entre les fondions circulaires et les fonctions eulériennes a été 
poursuivie par Heine : la généralisation de la série hypergéométrique de Gauss 
Ta conduit à des fonctions qui sont formées avec la moitié des facteurs qui 
ûgurent dans le développement des fonctions thêta. Ces fonctions sont aux fonc- 
tions doublement périodiques ce que les fonctions eulériennes sont aux fonctions 
simplement périodiques. Cf. Appkll, M, A,, t. XIX, p. 8^. 
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Pour généraliser cette dernière identité et celle que Ton en a 
déduite (I^ Partie, p. 192), remarquons que l'on a 

(8) r{x)Tfx-{-^\ ... r^x-f-i^^-!.^ =ef^>T(iix), 

g{x) désignant une transcendante entière, car les inverses des 
deux membres sont des transcendantes entières ayant les mêmes 
racines 

(o, 1 f .. . ). 

La combinaison des relations (3) et (6) donne 



= tfCr^ 



n[(-f)«-^]^ 



r(:r) 

par suite, dans Tégalité (8), g{oc) est une fonction linéaire. 
Posons 

et déterminons les constantes a et 6 en remplaçant dans la for- 
mule (8) X par ^H — ; d'après la première des formules (7), il 
vient 

t(x^^\'- . t (x -^ ^^^^^\ xT{x) ^ ae^'^ i^/ \lxT{ilx), 
Cette relation combinée avec la formule (8) donne 

On obtient ensuite la valeur de a en faisant x = dans l'éga- 
lité (8), et en se rappelant que xT{x) tend vers i, quand x tend 
vers zéro. D'où la relation cherchée 

u — 1 

V(x)v(x-^ ^-\ ... r^arn-i^l^li^ = (2ir)"«~ /jl fz-!*' r({Jiar). 

287. Problème III. — Former les fonctions entières qui 
s^ annulent en tous les points w = 2aa) H- 2(x'(ij', o) et w' étant 
des constantes dont te rapport est imaginaire, |x et jx' dési- 
gnant des entiers positifs, négatifs ou nuls. 
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La série 

(2fia)-hafx'u)')» \ jA = fi' = o exclus / 

est convergente (I'* Partie, p. 207); elle divergerait si Ton rem- 
plaçait l'exposant 3 par une valeur entière moindre. Donc, parmi 
les transcendantes cherchées, les plus simples sont du genre deux. 
L*une déciles a pour expression 

\ «» = exclus / 

c'est la fonction d de Weierstrass (I" Partie, p. 235). 



§ IV. — Fonctions méromorphes : représentations, propriétés. 

Après les fonctions entières, les fonctions les plus simples au 
point de vue des singularités sont celles qui n'ont à distance finie 
d'autres points singuliers que des pôles : ce sont les fonctions 
méromorphes ou fractionnaires (*). On peut les représenter 
dans le voisinage de leurs singularités par le quotient de deux 
séries de puissances, et même dans tout le plan par le quotient 
de deux fonctions entières; les réciproques sont vraies. Aussi 
devons-nous revenir sur la division des séries de puissances. 

288. Théorème. — 1° L inverse d'une série entière 9{x), 
convergente dans le voisinage de l'origine et dont le terme 
indépendant n'est pets nul, est développable en série entière 
convergente dans le voisinage de l'origine; 2® Le rayon de 
convergence de ce développement est égal à p {si l'on a p<A'), 
ou au moins égal à r (dans l'hypothèse r<p), /• et p dési- 
gnant le rayon de convergence de la série 9{x) et le plus 
petit des modules des racines de cette série. 

Ce théorème résulte évidemment des définitions de Cauchj; 



( ') Weierstrass désigne souvent ces fonctions sous le nom de/onctions ration- 
nelles {Œuvres, t. II, p. 79). 

Les fonctions elliptiques fournissent Texemple le plus intéressant de ce type 
de fonctions. 
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en voici la démonstration directe par les procédés de Weier- 
strass (*) : 

I* Soit 

la série donnée. On peut déterminer (I*^ Partie, p. i33 et 220) 
un nombre positif Ç tel que Ton ait, dans le domaine | ^ | < i. 

Dès lors, si Ton désigne par — y la somme des termes de la 
série 9{x), à Texclusion de a^, on aura dans ce domaine 

T I ^ I y y* \ 

9{x) <*o — r «o\ «0 «f / 

Le théorème de la substitution d^une série dans une autre série 
(!'• Partie, p. 224) permet, après avoir remplacé y par sa valeur 
en a:, d'ordonner dans le voisinage de l'origine le résultat suivant 
les puissances de x^ ce qui donne le développement cherché. 

2® En aucun cas, le rayon de convergence de la série ^- — - ne 
peut évidemment dépasser p. 

Dans rfajpothèse p<r, je dis qu'il est égal à p. 

En effet, s'il était inférieur à p, on pourrait écrire, quel que soit 
le point a pris sur la circonférence du cercle de convergence de la 



(*) Gauchy s'était occupé spécialement du cas où Ton considère Tinverse d'un 
polynôme; il avait déduit de la recherche du rayon de convergence de la série 
entière qui représente Tinverse de ce polynôme un procédé pour obtenir le 
module de celle des racines du polynôme qui a le plus petit module {Œuvres, 
a* série, t. III, p. Sag). 

Cette méthode a été reprise par MM. Runge {A, M., t. VI, p. 3o5) et Hada- 
mard {J, M,, 1893). La recherche des zéros d'une /onc< ion entière G(x) revient 
à la recherche des p61es de son inverse : cette fonction inverse est méromorphe, 
et un calcul facile fournit les coefficients de la série entière qui la définit. Donc 
la recherche des zéros de G (x) se ramène au calcul des pôles d'une /onction 
méromorphe définie par une série entière connue, calcul dont nous parlerons 
plus bas (n* 294). 
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et par suite on aurait, dans le voisinage de a, 
I I 



^{x) bo-^bi(x — %)-+-. 



= ro-f-C|(ar — a)-h 



La fonction ^ serait régulière en tout point a de son cercle de 

convergence, ce qui est impossible (I'^ Partie, p. 292, 3o6; 
1I« Partie, p. 168). 

On raisonnerait de la même manière dans l'hypothèse /* <! p ( ' )• 

289. Corollaire. — Le quotient de deux séries entières 9(x)j 
^(^), convergentes dans le voisinage de l'origine, peut être repré- 
senté, dans un domaine déterminé avoisinant ce point, par une 
série entière augmentée ou non d'une fraction rationnelle (ayant 
pour seul infini Torigine), suivant que la série dénominateur ^{x) 
s'annule ou ne s'annule pas à l'origine. En d'autres termes, pour 
un pareil quotient, l'origine est un point ordinaire ou un pâle. 

Pour l'établir, considérons deux cas : 

Premier cas : Soit ^(0)^0. — On a, d'après le théorème 
précédent, 

^(x) bo-hbix-h... ^ ' 

et par suite, en représentant ï (a;) par ûTo-h ûiJ: -{-..., le théorème 
de Cauchy-Merlens (I" Partie, p. 128) donne 

^,1 =ao6i + (aoôi-4-ai6i)a:-h... = Co-+-c,x-4-.... 

On voit même, en déterminant de proche en proche par identi- 
fication les coefficients c/, qu'ils s'obtiennent en opérant la divi- 
sion des séries 9{x) et ^(^), comme s'il s'agissait de polynômes 
ordonnés suivant les puissatices croissantes de la variable. 

La région de convergence du quotient s'étend au moins jusqu'à 
la racine du dénominateur la plus voisine de l'origine, ou bien 
jusqu'à la singularité du numérateur ou du dénominateur la plus 
voisine de l'origine. 



( ' ) 11 y a un théorème analogue relatif à la région de convergence du déve- 
loppement en série entière de Tinverse d'une série entière de plusieurs variables 
(cf. Baker y Proceedings 0/ the London M. 5., 1901-1902, p. 296). 
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Second cas : V origine est racine d'ordre p du dénomina- 
teur. — On a alors 

9(T^ 9(t) 



^(a:) xPA(x) 



[A(o)<o], 



A{x) désignant une série entière convergente à roriginc. 
D*après le premier cas, on peut écrire 

9(x) 

=z Cp-{- Cp-iX -h, ..■^CiXP-^-^'doXf-\- dixP-*^^-h. . .t 



et par suite, dans le voisinage de l'origine, sauf au point zéro, on a 

9(X) Cp Cp^x Cl , , 

^{X) XP XP-^ X 

290. Une fonction analytique uniforme, sans point singulier 
essentiel dans un domaine (D, ou sur sa frontière, n*a dans ce 
domaine qu'un nombre limité d'infînis et de zéros. 

En effet, si le nombre des pôles était illimité dans (D, il y aurait 
un point limite, intérieur à (D ou sur sa frontière, contenant dans 
son voisinage une infinité de pôles de la fonction (I*^** Partie, p- 21)- 
Ce point ne seraitpour la fonction ni un point ordinaire (puisqu'un 
point ordinaire est isolé de tout pôle), ni un pôle (puisqu'un pôle 
est isolé de tout pôle) : ce serait donc un point essentiel. 

La seconde partie de la proposition résulte de la première, rap- 
prochée de cette remarque : ]es zéros d'une fonction holomorphe 
sont des infinis pour son inverse. 

En particulier, dans tout domaine borné, une /onction trans- 
cendante entière a un nombre fini de racines, et une fonction 
méromorphe a un nombre fini de pôles ( * ). 

291. La nature du point à l'infini, qui a déjà servi à distinguer 
les polynômes des fonctions entières transcendantes, permet aussi 
de caractériser la diflférence entre les deux types de fonctions 



(*) Ainsi, pour qu'une suite de nombres aj, Aj, ...| a„, ... puisse représenter 
les zéros d'une fonction entière ou les pâles d'une fonction méromorphe, 
il faut que leur ensemble n*ait pas de point limite à distance finie. Nous avons 
vu (p. 173) ou nous verrons (n* 293) que ces conditions sont suffisantes. 
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méromorphes, c^est-à-dire enlre les fractions rationnelles et les 
fonctions fractionnaires transcendantes. 

Théorème. — Une fonction analytique uniforme, n!ayant 
à distance finie ou infinie que des singularités polaires, est 
une fraction rationnelle. 

D'abord, une pareille fonction f{x) a un nombre limité de 
pôles; car le point à Tinfini étant un point ordinaire ou un pôle, 
on peut risoler des autres singularités par une circonférence C 
de rayon suffisamment grand. Or, à Tintérieur de cette circon- 
férence, la fonction n'a qu'un nombre limité de pôles, d'après ce 
que nous venons de voir (p. 192). 

Désignons par ai , . . . , a;, les pôles intérieurs à C ; par a, , . . . , a,< 
leurs degrés de multiplicité. Le produit 

(a? — a,)a». . .{x — an)^'^f(x) 

demeure fini en tout point à distance finie, d'après la définition de 
pôle; dès lors, en vertu du théorème de Cauchy-Liouville généra- 
lisé (p. 98), c'est une constante ou un polynôme, puisque le point 
infini est un pôle; f(x) est bien une fraction rationnelle (*). 

On en conclut qu'une fonction fractionnaire transcendante a le 
point à l'infini comme point singulier essentiel. 

292. Première représentation des fonctions méromorphes 
(Weierstrass). 



(') C'est en s^occupant des fonctions méromorphes doublement périodiques 
que M. Méray fut amené à ce théorème; voici en quels termes il l'énonça : 

« Une fonction sera rationnelle si, étant toujours continue, monodrome et mo- 
nogéne, elle présente un nombre limité dMnûnis, et si, pour une valeur infinie du 
module de la variable, elle prend une valeur unique et déterminée finie ou 
infinie, et ne le sera pas dans les autres cas » (C. /?., i855, i*' semestre, p. 788). 

C/. aussi Weierstrass, Œuvres, t. II, p. 79. 

Il est facile d'étendre ce théorème aux fonctions uniformes d'un point analy- 
tique {Xy y) : une pareille fonction, quand elle n*a d'autres points singuliers 
que des pôles, est une fonction rationnelle de x et y {cf. Briot, Fonctions 
abéliennes. Noie B). 

Le théorème est encore vrai des fonctions analytiques uniformes de plusieurs 
variables (n« 305). 

F. - II. i3 
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Théorème. — Une fonction méromorphe peut être repré- 
sentée dans tout le plan par le quotient de deux fonctions 
entières. Réciproquement, un pareil quotient définit une fonc- 
tion méromorphe (*). 

En effet, les nombres qui représentent les pôles d'une fonction 
méromorphe f{x) vérifient les conditions nécessaires et suffi- 
santes (p. 192 et 178) pour que l'on puisse former une fonction 
entière, transcendante ou non, G{x) admettant pour racines (et 
pour seules racines) les pôles de la fonction f{x)^ avec un degré 
de multiplicité égal au degré d'infinitude. C'est dire que le pro- 
duit f{x) (j{x) est une fonction analytique uniforme, régulière 
dans tout domaine fini; c'est donc une fonction entière G|(.r). Par 
suite on a 

les fonctions G et G| n'ont pas de zéro commun, car les racines 
de G donnent au produit /G des valeurs finies et différentes de 
zéro. 

La réciproque est évidente. En effet, le quotient de deux fonc- 
tions entières, sans zéro commun, n'a à distance finie d'autres 
singularités que les zéros du dénominateur, et ces singularités 
sont des pôles (p. 191) (des deux fonctions G et G< l'une au moins 
doit être transcendante; sinon leur quotient n'aura pas, même 
à l'infini, de singularité essentielle). 

Remarque, — La transformation (x^ — — — j permet d'en con- 
clure que le quotient G| ( j: Gf j est l'expression la plus 

générale des fonctions analytiques uniformes qui ont une infinité 



(') Weieustrass, Œuvres, t. II, p. 102 (trad. A. E. N., 1879). 

Exemple. — Les fondions elliptiques se présenteront plus tard sous la forme 
du" quotient de fonctions 6 {voir I" Partie, p. 248). 

Plus généralement, une fonction méromorphe ayant pour zéros des points a^, . . ., 
«„,... et pour pôles des points 6,, . . . , 6„, . . . peut élre regardée comme le 
quotient de deux fonctions méromorphes ayant l'une respectivement pour zéros 
et pour pôles une partie des points a„ et ô„, l'autre respectivement pour pôles et 
pour zéros les points a„ et 6„ restants. 
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de pôles et le point a comme seul point essentiel (des deux fonc- 
tions entières G{ et G Tune au moins est transcendante, et ces 
fonctions n^ont pas de zéro commun). 

293. Représentation des fonctions méromorphes par des 
séries de fractions rationnelles (Miltag-Leffler). — C'est la 
représentation des fractions rationnelles par le quotient de deux 
polynômes que nous venons de généraliser. Mais une fraction 
rationnelle peut aussi être regardée comme une somme de termes 
dont chacun possède un seul pôle. Comment étendre aux fonctions 
méromorphes ce mode de décomposition en éléments simples (*)? 

Voici le résultat fondamental auquel M. Mittag-Leffler est par- 
venu : 

Soit un ensemble infini E sans point limite à distance finie : 
nous en supposerons les éléments rangés par ordre de modules 
croissants ou stationnaires en une suite 

(E) a,, a,, ..., a,„ ... /| a„ 1 5| a„^., |; lirn art= xV 

si plusieurs éléments, en nombre forcément limité, ont le même 
module, on les place dans un ordre arbitraire. A chacun des 
points a« de Tensemble faisons correspondre une fraction ration- 
nelle R,i( — -- — j ajant comme pôle unique le point a,,. Dans ces 

conditions, il existe une fonction méromorphe ayant pour pôles 
les points donnés et pour parties principales correspondantes 
les fractions considérées (^). 

D'une manière plus précise, nous prouverons qu'en retranchant 
de chaque fraction R„ un polynôme convenable Pv„(a:), dont le 



(*) Le lliéorcme de Weiersirasa peut être considéré, avons-nous dit (p. 177, 
note), comme un corollaire de celui de M. Mittag-Leffler. Inversement, de la 
décomposition en facteurs primaires d'une fonction entière G{x), on conclut un 
développement de sa dérivée logarithmique (fonction méromorphe n'ayant que 
des pôles simples) en une série de termes rationnels en x : on peut dire que c'est 
ce résultat qui conduit à se poser la question plus générale résolue par M. Mittag- 
Leffler, 

(') Ce théorème, démontré d'abord par M. Mittag-Leffler {Bulletin de l'A. B. 
de Suède, 1^77) a été ensuite établi très simplement par Wcierstrass {Œuvres, 
t. II, p. 1S9), puis avec quelques restrictions par Hermite (/. de Crelle, t. 91. 
p. 5',). 
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degré en général croît indéfiniment avec /i, on obtient une série 



(M) 



i[«-(ï^)-^-<"] 



qui converge absolument et uniformément dans tout domaine 
fermé ne contenant aucun des points a^ (*). La fonction la plus 
générale du type cherché s'en déduit par Taddition d'une fonction 
enlière arbitraire G(^). 

Comme nous traiterons au Paragraphe suivant un problème 
plus général, nous nous contenterons ici, en vue des applications, 
de le résoudre dans Thypothèse où il existe un entier co tel que la 

série \]^ 1^ converge, où tous les pôles sont d'un même ordre de 

multiplicité X, enfin où les parties principales données renferment 
un terme unique, dont nous prendrons le numérateur égal 
à l'unité (^). Pour la démonstration nous distinguerons deux cas : 

Premier cas. — Supposons d'abord >< = w. 
Appelons (© un domaine borne quelconque ne contenant aucun 
des poinis de l'ensemble E ('), et R le maximum de | j?| dans ce 



( ' ) L'adjonction de ces polynômes Pv^(ar) aux fractions R„ a pour but de rendre 
convergente la série (M), sans d'autre part introduire de singularité nouvelle. 

Weierstrass prenait comme polynômes P^^ les polynômes formés par les pre- 
miers termes du développement de R„ suivant les puissances croissantes de x 
(de même, ce sont les intégrales de ces polynômes qui figurent en exposant dans 
les facteurs primaires choisis habituellement par Weierstrass); ce sont les séries 
correspondantes que M. Borel appelle séries canoniques. M. Mittag-Leffler a 
montré que l'on peut choisir d'une infinité de manières ces polynômes Py^ 
(n»295). 

(') Par exemple, il suffit d'avoir traité ce cas pour pouvoir écrire les for- 
mules (2) (I" Partie, p. i83) et (3) (I'* Partie, p. y38) qui donnent les déve- 
loppements des fonctions cota: et px^ considérées comme définies par leurs pôles 
et leurs propriétés de périodicité. Pour ces fonctions, on a respectivement (.>= 2, 
X = I, et w = 3, )^ = 2. 

La seule difficulté (c'est du reste celle qui se présente d'ordinaire quand il faut 
appliquer la formule de M. Mittag-Leffler à une l'onction donnée) réside dans la 
détermination de la fonction complémentaire (j{x). 

Cf. Hermite, Cours, etc., 4* édit., p. 102. -- Picard, Analyse, t. Il, p. 160 
et i65. — BuRKHARDT, EinfUhrung, etc., p. i44« 

(*) C'est par exemple le domaine limité par une circonférence C de rayon 
détermine (aussi grand que l'on veut), et par des circonférences de rayons très 
petits entourant respectivement chacun des points de Ë intérieurs à C. 
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domaine. On peut répartir les pôles an en deux catégories, suivant 

que l'on a 

|a„|-A:R, |a„|>A:R, 

k désignant une constante arbitraire supérieure à l'unité. La pre- 
mière classe contient un nombre fini [x de points. En chacun des 
points Un de la seconde classe, quel que soit le point x de (D. on a 



(I) 



«rt 



X 

an 



<TZ.T 



Considérons la série 

• (L • 

11=1 /i=l ii = (H-l 

La première partie du second membre renferme un nombre limité 
de termes tous finis. On a ensuite une série dont les termes se 

déduisent de ceux de la série numérique convergente 7, | g/i i~*^ 

en les multipliant par une grandeur dont le module reste inférieur 
à un nombre fixe (indépendant de x et de n), d'après l'inégalité (i). 
Donc la série (2), qui répond à l'énoncé, converge absolument 
et uniformément dans le domaine CQ. 

Second cas. - Supposons X^w, cl d'abord X>'(i). Les termes 
de la série 



<^^ lïJ^n 



11 = 1 



se déduisent des termes de la série (2) en multipliant ceux-ci par 
le facteur (x — a„)*^~^. Le module de ce facteur n'atteint pas r^~^ 
pour les points x extérieurs à des cercles de ravon fixe r, ayant 
pour centres les points ût/j. Donc la série (3), qui répond à l'énoncé, 
converge absolument et uniformément, comme la série (2), dans le 
domaine (£). 

SoitX^w. Intégrons la série (2), uniformément convergente 
dans (D, terme par terme, entre deux limites arbitraires, le long 
d'un chemin arbitraire intérieur à (£); il vient 

~" w — 1 / ^{x — a„)^ ^ ^ ^l{jr — (t„)^o-i ~ j;^y__a«)«-»J* 

t/- n = l n = I 
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On sail que la série obtenue au second membre converge unifor- 
mément; donc le théorème est établi pour A = w — i . 

Raisonnons sur cette série comme nous l'avons fait sur la 
série (2). Son intégration terme par terme conduit à une série 
uniformément convergente du type 



2[(7:r^;)^.-"»-»'^ 



Il -1 



et ainsi de suite, jusqu'à ce que, après w — X opérations, on 
obtienne une série 



(4) 






absolument et uniformément convergente dans cD, répondant 
à l'énoncé. 

En ajoutant aux séries (2), (3), (4) une fonction entière trans- 
cendante arbitraire G(^), on obtient les fonctions les plus géné- 
rales du type cherché. 

294. Le principal avantage, avons-nous dit (I*"® Partie, p. 3 19), 
des développements des fonctions méromorphes que nous venons 
d'obtenir, c'est qu'une expression analytique unique représente la 
fonction dans tout son domaine d'existence; de plus Tun de ces 
développements met en évidence les singularités de la fonction, 
l'autre ramène la recherche de ses zéros et de ses pôles au calcul 
des zéros de fonctions entières. 

Nous ne reviendrons sur la définition d'une fonction niéro- 
morphe par le procédé de Weierstrass applicable à toute fonction 
analytique, c'est-à-dire sur sa définition au moyen d'un élémenl 
initial, que pour énoncer des théorèmes simples qui font con- 
naître des relations entre les valeurs des coefficients de cet élé- 
ment (*) et les valeurs des affixes des pôles de la fonction. 



(') Le premier, M. Darboux a montré, dans son important Mémoire sur Vap- 
proximation des fonctions de grands nombres (/. M., 1878, p. 17), que la 
valeur des coefGcients de la série dépend de la nature des points singuliers de la 
fonction sur le cercle de convergence. Les théorèmes que nous allons éDoncer 
sont dus à M. Hadamard. 
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Soit f{x) une fonction analytique définie par une série entière 

le rayon de convergence de cet élément (I""® Partie, p. iS^) et par 
suite le module de la singularité dont le module est le plus petit 

{V^ Partie, p. 3o6) a pour valeur — 



lim sup. y\ a„ \ 



1" Supposons que la fonction /(:r) n'ait sur le cercle de conver- 
gence C de l'élément 9{x) qu^ une singularité a et que a soit un 
pâle, simple ou multiple : on a alors (*) 

lim = lim 7J7= = «• 

n = « ^n-i-i n = » yOn, 

De plus, quand ce pôle est simple, la différence entre — ^ el sa 

limite a a un module inférieur à la puissance n'*'"* d'un nombre 

fixe inférieur à i. Réciproquement, quand le rapport — ^ tend 

vers une limite (appelons-la a), de manière que la différence entre 
ce rapport et sa limite finisse par avoir un module inférieur à la 
puissance /î'^™« d'un nombre fixe plus petit que i, le point a est 
un pôle simple pour la fonction /(j?) (^). 

Quand le pôle a est multiple, son ordre de multiplicité est 



n = » \ fin a/ 



Ainsi, dans le cas d'un pôle unique, on peut calculer et son adixe, 
et son degré de multiplicité ('). 

2" Supposons que les seules singularités delà fonction /(a:) sur 



(*) Rappelons que si le rapport . ""^^ ' a une limite, y\ a„ | a aussi une limite 

I "» i 
et la même limite; son inverse est alors le rayon de convergence (!'* Partie, 
p. i38). 

(') Pour le théorème direct, c/. Darboux, J, M., 1878, p. i5. — Hadamard, 
La série de Taylor et son prolongement , 1901, p. 38. Pour la réciproque, c/. 
Hadamard, /. M., 189a, p. 118. 

(*) Borel, Fonctions méromorphes, p. a3. 
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le cercle C soient deux pôles simples a, et a2. On a alors 

lim — = = ai»,. 



3* Supposons qu'à l'intérieur d'un cercle concentrique au 
cercle C, la fonction /(x) ait/? 4- i pôles, simples ou multiples, 
ai, ..., aLp_^i et n'ait pas d'autres singularités. Introduisons le 
déterminant 

«/* ^/i+i • • • <ï /»-+-/> 



On a cette fois 



t 



lim sup. v^l Dn,p I 

S'il j a des pôles multiples, on doit compter chacun d'eux 
autant de fois qu'il y a d'unités dans son degré de multipli- 
cité (*). 

Réciproquement, on peut trouver à quelles conditions la fonc- 
tion /(a:) n'a sur la circonférence C que des pôles, et former une 
équation qui ait pour i^acines les affixes de ces pôles. On peut 
même obtenir les pôles situés à l'intérieur de tout cercle C con- 
centrique à C, pourvu que la fonction reste méromorphe dans C. 
Ces recherches reposent sur la formation d'une suite de détermi- 
nants de même type que ^n,p^ et sur la considération des limites 
supérieures pour n infini de leurs racines /i*''"^*, pour toutes les 
valeurs de l'indice jo (^). 

Mentionnons encore ce théorème : une fonction méromorphe 
dans un cercle de rayon supérieur à T unité ne saurait être repré- 
sentée dans ce cercle par un développement de Taylor à coeffi- 



(^) Cf. Hadamard, /. M., 189a, p. 119; La série de Taylor, eic, p. Sg. — 
BoREL, Fonctions méromorphes, p. 26 et 38. Comme nous Favons dit (p. 190, 
note), M. Hadamard a déduit, de l'élude des pôles des fonctions méromorphes, 
un procédé pour le calcul des zéros des fonctions enlières {J, M., 1893). 

C) Voir les références ci-dessus. 
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cients entiers (ou entiers complexes) sans se réduire au quotient 
de deux polynômes à coefficients entiers (ou entiers complexes) ( * ). 

§ V. — Fonctions analytiques uniformes dont les singularités 

SONT DENOHBRABLES. 

295. Reprenons d'abord Tétude des fonctions analytiques uni- 
formes n'ayant à distance finie que des singularités isolées, mais 
en les supposant désormais polaires ou essentielles. Leur en- 
semble E n'a pas de point limite à distance finie C'^), par suite, on 
en peut ranger les éléments par ordre de modules croissants ou 
stationnaires. 

D'après le théorème de Laurent, chacune de ces singularités Un 
est caractérisée par une fonction quasi-entière à un seul point sin- 
gulier essentiel ou une fraction rationnelle G/i(— ^^ — 1> sans 

terme indépendant. Aussi, le problème de la recherche des fonc- 
tions analytiques uniformes n'ayant à distance finie que des sin- 
gularités isolées se pose sous la forme suivante : 

Étant donné un ensemble E de nombres (') 

à chacun desquels correspond une fonction donnée G,,, existe- 
t-il une /onction analytique uni/orme f{x) ayant pour seules 
singularités à distance finie les points ût,,, et pour parties 
principales correspondantes les fonctions G,i; quelle en est 
l'expression analytique? 

M. Mittag-Leffler a prouvé l'existence de pareilles fonctions et 
en a obtenu un développement qui est valable dans tout le plan et 
met en évidence les points de E; il y est parvenu en suivant la 



(*) BoREL, B. />., 189^, p. 23; Fonctions méromorphes, p. Sa. 

(^) En eiïet, tout point limite de points singuliers est aussi un point singulier 
(!'• Partie, p. 3o4). 

(*) On peut toujours supposer que l'origine n'est pas un zéro pour une fonc- 
tion entière, et n'est pas un pôle pour une fonction méroinorphe (car on peut 
toujours déplacer l'origine). De même, on peut toujours supposer que l'origine 
n'appartient pas à l'ensemble isole E. 
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.méthode indiquée par Weiersirass (*) pour le cas où toutes les 
singularités ci-dessus sonl des pôles (^). 

Voici comment il procède. 

Chaque fonction donnée G/i (même la première fonction G, 
puisque a^ n*est pas nul) est développableen série entière conver- 
gente dans le domaine | :z^ | *< | <2/< |* Séparons la série obtenue en 
deux parties : la première sera un polynôme Pv„(^) renfermant 
les termes d'exposant inférieur à un nombre V/i, variable avec /i, 
dont nous fixerons une limite inférieure; la seconde A^^{x) con- 
tiendra les autres termes et représentera le reste de la série. On a 
ainsi 

^«(?^J =Pv„{:r)4-^v„(:r) (Ix|<|a^|). 

Désignons par k un nombre positif arbitraire inférieur à l'unité, 
et introduisons une suite infinie de quantités positives ei, ..., 
6n, ... telles que la série ei -}-...+ ?„ -h. . . soit convergente. 
Pour chaque discontinuité a,;, on peut déterminer un nombre v» 
(et, dès lors, une infinité de nombres v„) par la condition que la 
somme des modules des termes de ifi^^{x) ne dépasse pas €« 
au point x de l'axe réel ayant pour abscisse A"|a;j|. S'il en 
est ainsi en ce point, a fortiori en sera-t-il de même dans 
le domaine |^|<A-|rt„|, et l'on aura dans ce domaine 

Considérons alors la série 



= I'^V„(J-)|<6,*. 



•0 

Je dis d'abord qu'eWe est holomorphe dans tout le plan, sauf 
au voisinage des points de discontinuité an^ 



(^) Monatsberichte der A. zti fier lin, 1H80; Œuvres, l. II, p. 189. Voir aussi 
BoKRL, Fonctions méromorphes, igoS, p. 10. 

(') Cf, Mittao-Leffler, B, /?., 1879; C H., i88a, el surtout son Mémoire 
fondamental sur la représentation anal}'tique des fonctions monogénes uniforme^ 
{A. M., t. IV, i88'4). 

Ses théorèmes ont été étendus, dans une certaine mesure, aux fonctions de 
p variables. Cf. Cousin, A, M,, t. XIX, p. 38. 
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En effet, soit x un point distinct de ces discontinuités. Si grand 
que soit son module />on peut trouver une valeur w' de n telle 
que, si Ton considère dans E Télément an' correspondant, on 
ait r <ik\an'V Séparons la série (2) en deux parties, contenant 
respectivement ses n' — i premiers termes et les termes restants. 

La première partie {n < n') a une valeur finie et déterminée en 
tout point X distinct des discontinuités, puisqu'elle a un nombre 
limité de termes, et que chacun d'eux G/, — P„^ est la différence 
de grandeurs déterminées. La seconde {n^n') est une série dont 
chaque terme c^v^ est une série entière convergente dans le 
domaine |^|<Cl^«l> ^^ ^ fortiori dans le domaine |j?|^r, 
puisque Ton a 

De plus, à chacun de ces termes, on peut appliquer les inéga- 
lités (i) dans le domaine |a:| ^r : ces termes ^y^,, S^^^. ,, . . . ont 
leurs modules inférieurs à ceux de la suite s„', tn'^h- De la con- 

vergence de la série numérique ^e« on peut donc déduire la 

n=n' 

■0 

convergence uniforme de la série ^•^v«(^)î P^^r suite (1*^* Partie, 

n — n' 

p. 219 OU 11* Partie, p. gS) celte série est holomorphe dans le 
domaine |a: | ^y. 

On en conclut que la série (2) converge absolument en tout 
point X n'appartenant pas à Tensemble E, et uniformément dans 
le voisinage de chacun de ces points x. Elle représente une fonc- 
tion satisfaisant aux conditions du problème. 

Pour en déduire une expression pouvant représenter toutes les 
fonctions f{x) du type défini, on remarque que, d'après la défi- 
nition de fonction caractéristique, chaque différence 

est holomorphe dans le voisinage de On- Dès lors, l'expression 
/(-)-i[G„(^)-Pv.(x)] 
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sera holomorphe dans tout le plan. Désignons par G{x) cette 
fonction entière transcendante; Texpression générale des fonc- 
tions cherchées sera 

(3) f(or)=.G(x)-^^^G„(-^^ ^P,„{T)^. 



C'est la formule de M. Mittag-Lefiler. La série obtenue converge 
absolument dans tout le plan, sauf aux points ai , . . . , an, . . . , et 
uniformément dans tout domaine fermé ne contenant aucun de 
ces points (*). 

296. M. Mittag-Leffler a ensuite étudié le cas où l'on considère 
un ensemble isolé quelconque E, dont tous les points doivent être 



(') Si le point zéro figurait dans l^ensemble E avec la fonction caractéris- 
tique G|,( — j» on pourrait, avons-nous dit, ramener ce cas au cas traité dans le 

texte par un changement d'origine; on pourrait aussi obtenir la fonction cher- 
chée /{x) en ajoutant cette transcendante G^ au second membre de la rela- 
tion (3). 

Les polynômes P^^ que l'on a introduits pour assurer la convergence du déve- 
loppement n'ont pas une seule et unique détermination, puisque l'on peut choisir 
d'une infinité de manières la constante k et les nombres de la suite e. La déter- 
mination pratique des degrés de ces polynômes a été étudiée par divers auteurs. 
Cf, Jordan, Analyse, a* édit., t. II, p. 3i6. — Hermite, Cours, etc., 4* édit., 

p. 100. 

Exemples. — Représentons par a une constante positive, par b un nombre 
quelconque, par c et d des nombres réels, et considérons les fonctions 

T{a)r{x) W{x) r{b)V{x) V{x) 

r{a-{-x)' ' H(a7)* V{b-hx)' r{c -h x) V{d -i- af) 

Pour les développer en série de Mittag-Leffler, il suffit de prendre respecti- 
vement, comme polynômes Py^, zéro, des constantes, des polynômes du premier 
degré, des polynômes dont le degré est limité, mais peut être quelconque, des 
polynômes dont le degré croit indéfiniment avec n. Ce sont encore des poly- 
nômes dont le degré finit par croître au delà de toute limite qu'il faut retran- 
cher de chaque partie principale, pour obtenir le développement des fonctions 
doublement périodiques de troisième espèce (on obtient de pareilles fonctions 
en divisant un produit de fonctions 6 par un produit de fonctions de même 
forme). 

Cf, Hermitk, /. de Crelle, t. 92, p. i45; Cours, etc., 4* édition, p. i5o, i53. 
— Appell, a. e. N., i885, p. 67. 
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des singularités pour la fonclion à représenter {*), et, par suite, 
le cas où celte fonclion a comme singularités tous les points 
de E-+-E', E' désignant l'ensemble dérivé de E(I''* Partie, p. 3o4). 
Un ensemble isolé est dénombrable (p. 184, note); aussi on peut 
supposer les éléments de E rangés en une suite linéaire a^, . • ., 
a„, .... À chaque élément an faisons correspondre une fonction 

quasi-entière à une seule singularité, Gnl —3 — )> s'évanouissanl 
avec (x — a«)"* (^). 

Théorème. — On peut former une expression analytique 
qui soit régulière dans tout le plan, sauf au voisinage des 
points de l'ensemble E -|- E', et qui devienne régulière dans le 



(*) Avant M. MiUag-Leffler, Weierstrass (1876) avait représenté les fonctions 
qui ont un nombre fini de singularités isolées (c,, ...,c„) sous les formes 

V=l V=l 

et cclies qui ont un nombre fini de points essentiels (C|y ..., c„) et un nombre 
i/ueiconque de pôles sous les formes 

R(x): 



2 ^— (j^,) n ^»«(ï^,) 



les éléments G,, . . ., G,, sont tels que deux d^entre eux n'aient pas de zéro com- 
mun, et qu'aucun d'eux ne s'annule en Tun des points c^; R{x) est une fraction 
rationnelle qui n'a ni racines, ni pôles en dehors des points c^. 
Les réciproques sont vraies ( WeierstrasSi Œuvres, t. II, p. 116). 

En s'aidant de la transformation l2XjX-\ \> M. Picard avait facilement 

étendu ces théorèmes de Weierstrass aux fonctions analytiques uniformes qui ont 

un nombre fini de lignes singulières et un nombre quelconque de pôles (C B., 

1882, I" semestre, p. i4o5). 

(^) Précédemment (p. 201), E' renfermait un seul point, le point infîni; ici, 

pour abréger, nous supposerons que E' a tous ses points à dislance finie (et que o 

ne fait pas partie de E). Mais le raisonnement n'exclut pas cette hypothèse : 

si E' renfermait le point infini, on remplacerait dans ce qui va suivre a^^x, 

. a^ — oc I X 

et -2 par — et — 
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voisinage de chaque point an de E, lorsqu'on en retranche la 
fonction correspondante G,, { ) (* )• 

Commençons par une remarque. Les nombres | a« — a'| 
(a,, représente un point particulier fixe de E et a' désigne suc- 
cessivement chacun des points de E') ont une limite inférieure p^ 
qui n^est ni nulle, ni infinie, et il y a un ou plusieurs points a' 
de E' tels que | a,, — a' | = p,|. Appelons d^^ ce point ou l'un de ces 
points choisi arbitrairement s'il y en a plusieurs. Ainsi, à chaque 
point an de E correspond un nombre o,, et un point a), de E'. 

Il n'y a jamais une infinité de points an pour lesquels p„^a, 
a désignant un nombre positif arbitraire. En effet, s'il y avait une 
infinité de points On dont la dislance à leurs correspondants 
surpassât a, ces points an auraient un point limite a! (V* Partie, 
p. 2i), point limite qui ferait partie de E'. Dans le voisinage de ce 
point a\ il y aurait une infinité de points an tels que pour ces 
points \an — a!\ surpasserait a (en vertu de l'hypothèse), et tels 
que pour ces mêmes points | «„ — a' | serait inférieur à tout 
nombre donné, et par suite à a (puisque d serait un point limite 
pour ces points) : il y a contradiction. 

C'est dire que, à tout nombre arbitraire a correspond un 
nombre fini N tel que l'hypothèse Ai 5N entraîne p«<^ a (en d'autres 
termes, \an — d^\ tend vers zéro, quand n grandit indéfiniment). 

Celte remarque faite, revenons au théorème. 

Chaque fonction G„ (on suppose que an n'est ni nul, ni infini) 
est développable, dans le domaine \x — «^1 1 > | cin — «), |) en série 
procédant suivant les puissances de a„ — a\^ \ x — d,^ (I" Partie, 



(') Celte expression analytique représente une fonction monogène uniforme 
dans le cas où l'on restreint le choix de l'ensemble E, en supposant que l'en- 
semble E -h E' constitue la froniière complète d'un domaine continu (© d'un seul 
tenant (^. M., t. IV, p. 22). 

M. Mittag-Leffler a aussi obtenu (p. 3t ) une expression analytique représentant, 
sous forme de produit infini, une fonction monogène uniforme qui est régulière 
et différente de zéro dans tout le domaine Ut), s'annule aux points de E à la 
manière des fonctions entières, et a les points de E' comme points singuliers 
essentiels. C'est une généralisation des théorèmes de Weierstrass (p. 173) et de 
M. Picard (p. 184 ). 
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p. 223; II* Partie, p. io6). Séparons comme ci-dessus ce déve- 
loppement en deux parties : un polynôme Pv„(—7 r)> "ne 

série ^v„(— ^3 — ?^ ) > '^ nombre v„ étant choisi de façon que le 
module de ce reste n'atteigne pas en dans le domaine 

k\T — a'n\^\an—a'„l 

£rt et k ayant le même sens que précédemment. Je dis que la série 

w ih(^)-''-(?^-)l=i«-(°F5if) 

n=l n=l 

répond à l'énoncé. 

En effet : i'' soit Xq uu point à dislance finie n'appartenant pas 
à l'ensemble E + E' : les points x d'un ensemble C défini par la 
relation \x — x^j^p, où p a une valeur déterminée, jouiront de 
la même propriété. Les nombres \jo — rt' |, où ^ et a' désignent 
des points quelconques de C et de E', ont une limite inférieure /; 
par suite, dans l'ensemble C, on a toujours 

I ^ — «« I 5 ^• 

Posons 

a = A/ {k<i). 

Puisque l'on a 

\a„ — a'„\<7, 

pour les valeurs de n égales ou supérieures à un nombre fixe N, 
on a, pour ces mêmes valeurs, 

inférieur à a:/ ou à k. Il en résulte que l'on peut déterminer 
un nombre N' assez grand pour que l'on ait à la fois en tous 
les points de C 



C^n — Cn 






Donc, le développement de G«, suivant les puissances de 
a^— a,^:a — a\^t converge en tous les points de C, et de plus 



208 LIVRE II. — CHAPITRE IX. 

dans ce domaine la série (2') converge uniformément. Du reste, 
G„ est holomorphe dans le voisinage de Xq] par suite, la série (2') 
est elle-même holomorphe dans ce voisinage {V^ Partie, p. 219; 
!!• Partie, p. 96). 

2** Considérons maintenant un point ap de E. On peut définir 
autour de ap un domaine C^ assez petit pour que, dans ce domaine, 
ap soit le seul point appartenant à E + E'. De même que la 
série (2') convergeait uniformément dans le domaine 6, de même, 

si l'on retranche de cette série la fonction G„( )* la diffé- 

rence obtenue sera uniformément convergente dans le domaine C^^ 
et, par suite, cetle différence sera holomorphe dans C^ . 

Donc, la série (2') jouit bien des deux propriétés énon- 
cées (*). 

M. Mittag-Leffler a étendu ces recherches (^). Il a réparti les 
fonctions analytiques en deux classes, sui\^ant que leurs sin- 
gularités forment ou non un ensemble dénombrable : les 
premières sont représentées par des sommes d'expressions ana- 



( ') Il y a une iofinité de séries (a') répondant à renoncé, puisqu'on peut choisir 
d'une infinité de manières les nombres A-, e,, c,, ..., et que dans certains cas on 
peut choisir entre plusieurs éléments de E' celui que l'on associera à a„. 

(^) >4. M., t. IV, p. 57. Disons seulement .quelques mots du point de départ 
qu'il adopte. 

M. Cantor dislingue deux classes de nombres. Ceux de la première classe 
■ résultent du principe habituel de formation des entiers : on les obtient en ajou- 
tant l'unité à tout nombre déjà formé. Ils sont représentés par la suite i, 2, .... 
n, .... 

Les nombres de la seconde classe s'obtiennent soit par l'application de la loi 
ci-dessus, soit par un second principe qui consiste à faire correspondre par défi- 
nition à toute suite indéfinie de nombres croissants un nouveau nombre infime- 
diatement supérieur à tous ceux de cette suite. Ainsi, le symbole o) désignant le 
plus petit nombre transfini (I'* Partie, p. 18), les nombres de la seconde classe 
seront 

w, (i>-i-i, ..., 0) -f- /i, ..., w 2, (i).a4-i. ..., w.S, ..., ti)./i, ..,, 



Cela posé, soit E un ensemble quelconque situé dans un espace continu à 
n dimensions. S'il n'est pas de première espèce (!'• Partie, p. 22), ses ensembles 
dérives E', ..., E"*, ... ont tous un ensemble commun, que l'on désigne par E**. 
Cet ensemble E" peut avoir un nombre fini ou infini de dérivés E""^*, E""*"*, .... 
S'il en a un nombre infini, les ensembles E*', E"^', ... ont un ensemble commun, 
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lytiques qui peuvent être rangées en série simple et sont formées 
d^éléments possédant chacun un seul point singulier (ces points 
sont les points singuliers de la fonction). 

§ VI. — Fonctions analytiques de plusieurs variables (»). 

297. Pour introduire de pareilles fonctions, comme pour étudier 
celles A^une seule variable, Weierslrass part de la considération 
d'une série entière : cet élément représente dans sa région de 
convergence une fonction, qui se trouve ensuite définie et repré- 
sentée dans tout son domaine d'existence par un s}'stème mono* 
gène de séries de puissances (P* Partie, p. 33o) {^). 

Ce domaine (ô renferme l'ensemble des points que l'on peut 
atteindre par prolongement; il est continu et d'un seul tenant : 
en chaque point intérieur, la fonction est régulière; tout point de 
sa frontière est appelé point singulier. 

Montrons qu'il existe toujours de pareils points ou encore que 
le domaine (ô est borné ('). 



que l'on représente par E"--. Môme loi pour la formaiion, s'il y a lieu, d'en- 
sembles E--3, ..., E"", .... 

De là, la répartition des ensembles de points singuliers en classes auxquelles 
pourra correspondre une classification des fonctions uniformes. 

Pour les ensembles /crmej (et ce sont les seuls qui se présentent dans l'étude 
des singularités des fonctions uniformes), MM. Cantor (il/. A,, t. XXIII, p. 471) 
et Bendixson {A. M., t. II, p. 426) ont démontré ce théorème : 

Si un ensemble fermé E est dénombrable, un des ensembles E* se réduit à 
xe'ro; si un ensemble fermé E n'est pas dénombrable, un des ensembles E* 
est parfait (E«=E«+*), a désignant un nombre de la première ou de la 
seconde classe. 

C'est sur cette proposition et sur la généralisation des considérations déve- 
loppées plus haut que repose la démonstration du théorème énoncé dans le 
texte. 

(*) Cf. VVeierstrass, Recherches sur les fonctions a/* fois périodiques 
de ir variables (/. de Crelie, t. 89; Œuvres, t. II, p. i25; traduction B. D., 
i88a, p. m); Propositions relatives aux fonctions analytiques de plusieurs 
variables {Œuvres, t. II, p. i35). Le second de ces Mémoires a été commenté 
par M. Dautheville, A. E. N., i885, S. 

(') Dès lors, une infinité dénombrable d'éléments suffit à déterminer une 
fonction analytique d'une ou de plusieurs variables, puisque dans les deux cas 
les coefficients de l'élément initial forment un ensemble dénombrable. 

(*) Wbierbtrass, Œuvres, t. II, p. i55. 

F. - II. i4 



LIVRE II. — CHAPITRE IX. 



Soient f{xs^ . . .^Xp) la fonction considérée et $(.r,, . . .,x^) 
son élément générateur ('). Deux cas sont possibles : 

1° La série 9 converge en tout point à distance finie, c'est- 
à-dire pour tout système de valeurs finies des arguments ^i , - . . , 
Xp* Alors, si l'on désigne par Ç<,(jri — a,, . . .^Xp — a^) un autre 
élément de la fonction /, ayant pour centre le point («i , . . . , a^,), 
la relation 

est satisfaite en tout point (^i, . . >^Xp) à dislance finie appar- 
tenant au domaine de convergence de la série ^a- Or celte égalité 
est impossible, si les nombres ai, ,,,^ap n'ont pas tous à la 
fois des valeurs finies. Il s'ensuit que, dans le cas considéré, un 
point (oTi, ,,,^Xp) est à l'intérieur ou sur la frontière de (0 
suivant qu'il est à dislance finie ou à l'infini. 

2® La série 9 cesse de converger en des points à distance 
finie. Alors, parmi ces points, il y en a au moins un où la fonc- 
tion n'est plus régulière (on s'en rend compte en raisonnant 
comme pour établir le théorème analogue relatif aux fonctions 
d'une variable) (p. i68), el par suite le domaine d'existence de la 
fonction y a ce point comme point frontière (^). 

298. Théorème. — Une série dont les éléments sont des fonc- 
tions de p variables, holomorphes dans un domaine multiple tOi 
d'un seul tenant et continues sur sa frontière, définit une 
fonction holomorphe dans ce domaine, pourvu qu'elle con- 
verge uniformément dans ce domaine et sur sa frontière. 

En effet, considérons les cercles de convergence, relatifs à tous 
les éléments de cette série, qui ont pour centre un point arbitraire 



(*) Nous supposons à distance finie le centre de Télément initial, ce qui 
permet de le ramener à Torigine. 

Le centre (a^, ...,a^) d*un élément pourrait élre tel que quelques-uns des 
nombres ap ...| a fussent infinis : ou conviendrait alors, comme pour les | 

fonctions d'une variable, de remplacer chaque binôme correspondant (.2P — œ) ! 

par ar-*. j 

(') Ainsi, une fonction analytique a au moins une singularité sur les circon- 
férences des cercles de convergence de chaque élément. 
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de (0; donnons k p — i variables, par exemple à 0:3, . . . , Xp, 
des valeurs fixes intérieures à la fois à tous ces cercles, et regar- 
dons la série comme dépendant de la yD'«"« variable Xt. En vertu 
d'un théorème établi plus haut (p. gS), cette série représente 
alors une fonction holomorphe relativement à Xt^ et par suite 
aussi, dans des conditions analogues, une fonction holomorphe 
de X2, ..., de Xp. Dès lors, puisque la série est bornée, elle 
définit une fonction holomorphe par rapport à l'ensemble des 
variables (*). 

Théorème. — Deux fonctions analytiques de p variables, 
holomorphes dans un domaine (^(cDi, ..., (ô^) et prenant les 
mêmes valeurs sur un ensemble infini 8(8|, ...,8^) intérieur 
à Q, coïncident dans tout le domaine CD. 

Ce théorème se ramène au cas particulier (/> = i) démontré 
précédemment {V^ Partie, p. 21 3). En effet, soient 

/i(a?i, .,»iXp\ ft{xx, ...,Xp) 
les fonctions considérées; désignons leur différence par 

®(^l, "•iXp)t 

et donnons aux variables jCa, . . . , J?^ des valeurs fixes «27 • • • ? ^p^ 
choisies arbitrairement dans les ensembles 82? •••) 8^. La fonc- 
tion d^une variable 

est holomorphe dans Cô| ; dès lors, puisqu'elle est nulle sur 8|, 
elle est nulle dans (ô|, quel que soit le point («a, ..., ap) choisi 
dans (82, ...,8jt,). Ainsi, la fonction 

9(3^1, Gf, .. ., Up) 

est nulle sur l'ensemble (cÔ| ,82, . . . , 8^). 



(') Weierstrass est parvenu à ce résultat par des considérations empruntées 
uniquement à la théorie des séries {voir la référence, T" Partie, p. 219, note). 

On peut rapprocher de ce théorème les propositions de M. Osgood {M, A. y 
t. LU, p. 4^3 et t. LUI, p. 4^0 relatives aux fonctions analytiques définies 
par les conditions de Cauchy {voir p. 161). 
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De même, la fonction 

où (Al, «3,.. » f cip) représente un point arbitraire, mais fixe, de 
l'ensemble ((Di , 83, . . . , S^), est nulle sur S^, et par suite est nulle 
dans (©2. Dès lors, d'après le raisonnement précédent, elle est 
nulle sur l'ensemble (c£)|, (D2> Ssj • • • ? §/>)• De proche en proche, 
on montrerait de même que la fonction est nulle dans tout le 
domaine (D. 

299. Le plus important des théorèmes de Weierstrass sur les 
fonctions de plusieurs variables concerne leur décomposition en 
facteurs. 

Les fonctions entières d^une seule variable ont leurs zéros 
isolés; aussi il n'était pas impossible d'essayer de les représenter 
par le produit d'un nombre infini d'éléments ayant chacun une 
seule racine. Mais les systèmes de nombres qui annulent une 
fonction de plusieurs variables forment une suite continue 
(n^ 301); dès lors, il n'y avait pas à chercher à étendre à ces 
fonctions, sans des modifications profondes, le beau théorème 
relatif à leur décomposition en facteurs primaires. Ce à quoi 
Weierstrass est parvenu, c'est à remplacer une fonction holo- 
morphe qui s*annule en un point par le produit de deux autres 
dont l'une n'a plus de zéro en ce point; par là, il met en évidence 
ce qu'on peut appeler la partie de la fonction donnée qui s'annule 
au point considéré ( * ). 

D'une manière plus précise, soit ^{Xi , . . . , Xp) une série entière, 

convergente dans des cercles C^ , Cp ayant Torigine pour centre 

et nulle à l'origine sans que $(x<,o, ...,o) soit identiquement 
nulle (^); on peut déterminer des cercles C|, ..., Cp concen- 



(*) Œuvres, t. II, p. i35. — En .publiant ce théorème (1879 et 1886), Weier- 
strass a rappelé qu'à plusieurs reprises, depuis 1860, il Pavait enseigné dans ses 
Leçons à l'Université de Berlin. 

(') Celte hypothèse peut toujours être faite, car le cas où $(a?p o, . . ., o) s'an- 
nule pour toute valeur de x, se ramène par un changement linéaire de variables 
à celui du texte. En effet, posons 

$(ar„ . . ., a?^) = i:^(a?„ . . ., a?^) -i- it^^i (a?,, . . ., a?p) -h. . ., 
X , ir_.f, . . . désignant l'ensemble des termes de la série $ dont lea degrés sont 
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triques aux cercles C|, .. ., G;, et de rayons moindres, tels que 
l'on ait dans ces cercles 

( = ïi(a?i,...,arp)[a?î+/>i(ar,,...,j:p)arf-*-4-...-+-/?«(a:,,...,a7n)] : 

le premier facteur $| est une série entière qui converge dans les 

cercles C|, . . . , c^ et ne s* annule plus à leur intérieur; le second 

facteur est un polynôme entier en x^^ ayant pour coefficients pt 

des séries entières convergentes dans le domaine (cs, . . . , c^) et 

nulles à Forigine (*), son degré est égal au plus faible exposant 

de Xi dans la série 

«(x,,o, ...,o). 

Nous démontrerons ici cette proposition en supposant /? = 2, 
et nous suivrons la méthode indiquée par M. Simart (^). 

Développons la fonction donnée ^(X|, ^2)» holomorplie à l'ori- 
gine et nulle en ce point, suivant les puissances dej?|. Nous avons 
vu que si le développement de ^{x^ , o) en série entière commence 
par un terme de degré/? en x^j on peut déterminer deux cercles C| 
et C2, ayant pour centre l'origine, tels qu'à tout point x^ intérieur 
à C2 correspondent/? racines x^ de l'équation ^(^1, 0:2) = o, inté- 
rieures au cercle C\ (p. 6). 

Prenons un point fixe x^ dans le cercle C2, et un point variable $ 
dans le cercle C\ ; puis évaluons de deux manières l'intégrale 

(1) 1 r I d(S dx, 

aiTiV^ <Jp(a7i,a?,) àx^ x^ — l 

respectivement {i, H^ + i, ...| et faisons une substitution linéaire 

telle que ni son déterminant ni la fonction 'ïc^Cc,,, ...,c 1) ne soient nuls. Elle 
transforme la fonction ^(jr,, .. .,0? ) en une fonction fîR.(^,, ,.., ^ ) telle que 
<^(/p 0, ..., 0) n'est pas nulle identiquement avec f^ puisque l'on a 

<!a(^„o, ...,o) = $(c,,fp...,c^.£^) 

= itj,(c„, . . ., c^i) iî-M:^^.,(c,p . . ., Cp,)^?-*-' +. . .. 

On voit de plus que le plus faible exposant de t^ dans <R(^p0, ..., 0) est égal 
au degré |x de Tensemble des termes de degré le moins élevé dans ^J?(a7p • • ., a: ). 

(*) Pour abréger, nous n'établirons pas les égalités /?,(o, . .. , o) = o, dont 
l'importance n'est que secondaire. 

(^) Cf. Picard, Analyse, t. II, p. 243. — Comme de coutume, Weierstrass ne 
fait pas appel dans sa démonstration aux intégrales de Cauchy. 
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Elle peut d'abord être calculée par le théorème des résidus. Pour 
}' parvenir, on remarque que la fonction sous le signe d'intégration 
est uniforme; dans le cercle C|, ses pôles sont les zéros Ç|, . . . , ^p 
de la fonction $(^i, x^) qui correspondent à la valeur fixe 0^2, et 
de plus le nombre ^. Les résidus relatifs à ces pôles simples sont 
respectivement (p. i36) 

la valeur de l'intégrale (i) est donc 

1 I /j_ ^\ 

On en obtient une seconde expression en partant de Tidentité 

Cette série converge uniformément sur la circonférence C|, pour 

tous les points Ç intérieurs à cette circonférence; l'uniformité de 

la convergence subsiste lorsqu'on en multiplie les éléments par le 

I d9 
facteur borné -^ -7 — : on peut donc l'intégrer terme par terme. De 

là, comme seconde expression de l'intégrale (i), une série entière 
en Ç, dont le terme de rang /i-h i a pour coefficient 

I à(£ dx. 



I r \_ à^ dxy_ 



Cette fonction de X2 est bien déterminée, continue et monogène, 
par suite holomorphe dans le cercle c^ ; représentons-la par cp„(^2)> 
puis égalons les deux expressions de l'intégrale (i) et remplaçons 
désormais Ç par x^. On a ainsi 



39 



I dw V" ^ V / . « 



La série du second membre est holomorphe dans le champ (c«, C2) ; 
représentons-la par Si{Xi,X2)f et appelons P{Xi,X2) le produit 

(ari — ?i)...(a7, — |p); 
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il vient 

Je dis que les coefficients des puissances de x^ dans le poly- 
nôme P(X|, X2) sonl des fonctions de X2 holomorphes dans c^. 
En effet, ce sont des fonctions entières symétriques des racines Ç/, 
ou encore des fonctions entières de sommes des puissances sem- 
blables de ces racines. Or de pareilles sommes sont des fonctions 
de J&2 holomorphes dans C2, comme on le constate en évaluant de 
deux manières Tintégrale 

i r .d9 dxi ,, . ... . , 

■• / ^1 -; TET (^ est un entier arbitraire); 

^TziJ^^ ^dxi (£ ^ ^' 

car cette intégrale est par sa nature une fonction holomorphe 
de X2, et d'autre part, le théorème des résidus permet de la repré- 
senter par Ç*-j-... + Ç*. 

Revenons à Tégalité (12). Multiplions-en les deux membres 
par dxij et regardons-les comme des dérivées logarithmiques. 
L'intégration donne 

P(rri,a:,) 

C représentant une constante par rapport à x^^ c'est-à-dire une 
fonction de X2 que Ton déterminera en donnant à x^ une position 
particulière x^^ sur la circonférence C|. 9{x^^^X2) et P(x^^yX2) ne 
s'annulent pas quand X2 est dans le cercle Cs; on a donc, en 
désignant par %\(X|,^2) une fonction holomorphe dans les 
cercles (c«, Ca), toujours différente de zéro dans ces cercles, 

$(x,,ar,) = *,(ar„ a;,) P(^i, ^î). 

Ainsi, dans le domaine (ci, Ca) la série donnée est décomposée en 
un produit de facteurs : le premier facteur ne s'annule plus dans 
ce domaine; le second facteur est un polynôme en x^ dont le 
degré est égal au plus faible exposant de Xt dans ^S(Xi,o); son 
premier coefficient est l'unité, les autres sont des fonctions holo- 
morphes de X2 (nulles avec j^a)- 

300. Cette proposition de Weierstrass a de nombreux corol- 
laires. 
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D'abord elle permet d'établir, dans des cas plus généraux que 
ceux étudiés précédemment (p. 8), V existence de la fonction 
implicite x^ des variables x^, . . . , Xp^ définie par la relation 

dont le premier membre, nul à l'origine, est holomorphe dans le 
domaine formé par/? cercles C|, , . ., C;, ayant l'origine pour centre. 
En effet, donnons-nous arbitrairement dans/7 — i cercles C2, . . . , C/» 
concentriques aux cercles Ga, . . . , C^,, dont on a déterminé con- 
venablement les rayons, les valeurs de x^y ..., Xp\ les valeurs 
de la /?'<^'»« variable x^^ intérieures à un cercle déterminé C\ 
décrit de l'origine, qu^il faut leur adjoindre pour obtenir un 
zéro de la fonction 'Jf, sont fournies par l'équation algé- 
brique 

(P) ^i-^Pii^i, ...,a?;,)iFÎ-»-h...-+-/?,»(a:„ .,,,Xp) = o. 

En particulier, soit ^S(xt, X2) une s(?rie entière convergente, nulle 
à l'origine, et telle que $^^ soit différente de zéro en ce point. 
Alors /i = I , et l'on a pour les valeurs de Xi et de X2 dont le module 
ne dépasse pas un nombre fixe 

^{xt, Xi) = ^iixi, xt)[xi-h p(xt)] : 

la série entière 9i{Xi, X2) ne s'annule plus à l'origine, la série 
entière pix^) s'annule à l'origine. Ce résultat avait déjà été 
obtenu (p. 8). 

301 . On en déduit aussi qu'il est impossible de déterminer autour 
de l'origine un domaine tel que la série entière 9{x\ , . . . , Xp)^ nulle 
à l'origine, n^y ait qu'un nombre limité de zéros. 

En effet, supposons que l'une au moins des fonctions 

ff(a:,,o, ...,o), 
a^(o,x,, ...,o), 



ff(o, ..,,o,arp), 



la première par exemple, ne soit pas nulle pour toute valeur 
de X|, ..., de Xp^ ce qui revient à dire que certains termes de 
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la série $(j?i, . . . , âr^) ne coDliennent pas à la fois toutes les 
variables (*). 

On peut alors déterminer les cercles c^ , . . . , c^y de telle sorte qu'à 
leur intérieur l'égalité ( W) soit satisfaite. En tout point (j72ï •••? ^t») 
des cercles C2, . .. , c^, il y a /i valeurs de x^ intérieures à C| qui 
annulent le polynôme {p) et dès lors la série 9\ par suite, dans 
tout domaine avoisinant Porigine, il y a une induite de systèmes 
de valeurs des variables pour lesquelles $ s'annule. 

Pour préciser ce résultat, traçons dans les plans respectifs des 
variables X21 ..-, Xp des courbes arbitraires partant de Torigine, 
et supposons que ces variables se déplacent d'un mouvement con- 
tinu sur ces courbes. Les coefficients /?/ du polynôme (/?) varieront 
eux-mêmes d'une manière continue, ainsi que les n racines x^ de 
l'équation correspondante. Donc les points qui représentent ces 
racines se déplacent eux-mêmes d'un mouvement continu sur une 
courbe déterminée qui part de l'origine (*). 

302. Un autre corollaire important du théorème de Weierstrass 
est relatif à la divisibilité des séries entières. 

Soient $i(j:i, .. ., Xp) et $2(^1» • • -^ ^p) deux séries entières, 
convergentes dans le voisinage de Torigine : on dit que la série 9^ 
est divisible par la série $2 lorsque Von peut trouver une 
série ï^3, elle aussi convergente dans le voisina f^e de V origine, 
telle que l'on ait dans ce voisinage 

Cela posé, quand la série ^2 ne s'annule pas à l'origine, le quo- 
tient 9i : $2 est holomorphe à l'origine, et par suite développable 
en série entière; la série $1 est alors toujours divisible par la 
série $2* 



(') Si cette hypothèse n'était pas réalisée, on ferait la substitution 

indiquée plus haut; puis, le théorème une fois établi pour la fonction trans- 
formée, on le démontrerait aisément pour la fonction proposée. 

(') On peut dire que les zéros d'une série entière à/? variables forment une 
multiplicité à a(/? — 1) paramètres réels. 
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Quand la série $2 s^annule à Torigine sans que $1(0, ..., o) 
soit aussi nulle, le rapport $1 : $2 ^sl infini à l'origine; par suite, 
il n'est pas holomorphe en ce point. 

Il y a donc lieu de discuter la question de divisibilité seulement 
lorsque les expressions *i (o, . . . , o) et $2(0, . . . , o) sont toutes 
deux nulles. Étudions ce cas. 

Dans les séries 9% et $2? faisons une substitution du type 

de module différent de zéro, telle que si l'on désigne par 
M.|(^, . . ., ^j,) et «^2(^1» " "i tp) les fonctions transformées des 
fonctions Ç| et $2j aucune des deux séries ^4(/j,o, ...,o), 
et ^2(^1) o, ...,o) ne soit nulle identiquement (ce qui est tou- 
jours possible, p. 212). En vertu du théorème de Weierslrass, on 
peut alors trouver deux séries ^\ et $2 entières par rapport aux 
variables t^y . . ., /^, et ne s'annulant pas dans le voisinage du 
point /, = ...= /^ == o, telles que l'on ait 

Ai(f,, ,..,tp) = 8i(^, . . ., ^p)Ri (Ri = <f -f- r, rf-»^-. . .-f- /-j,), 

Ri et R2 sont des polynômes entiers en ^i, ayant pour coefïî- 
cients /v et p^t des séries entières en t^^ . . . , tp nulles à l'ori- 
gine. 

Pour que la série $i soit divisible par la série $2, il faul et il 
suffit que la série ,^1 soit divisible par la série «1^2; ou encore que 
le module du quotient de 8|Ri par 62^2 soit fini à l'origine et 
dans son voisinage. Or, dans ce voisinage, le module de 8| It^ 
ne s'annule pas; donc, il faut et il suffit que le module de R| : R2 
reste aussi fini, et par suite que R« soit divisible par R2 (*). 

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que la série *i 
soit divisible par la série $27 c'est que \e polynôme R| soit divi- 



(*) Weierslrass, fidèle à ses méthodes, enlre dans tous les détails nécessaires 
pour rendre parfaitemenl rigoureux ce raisonnement dont nous ne donnons ici 
que l'esquisse : en particulieri il fixe l'étendue des domaines avoisinant le 
point /| = ...= f =0, dans lesquels on est certain de la convergence des déve- 
loppements considérés ( Weierstrass, Œuvres, t. II, p. 143. ~ Dautuetillb, 
A, E, N., i885, S., p. 26). 
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sible, au sens ordinaire du mot, ^dxXe polynôme R2, quelles que 
soient les valeurs de ^2» • • •» ^;» (*)• 

Weierslrass a étendu ces recherches. Il regarde deux séries 
entières, nulles à Torigine, comme ajant un diviseur commun en 
ce point, lorsqu'elles sont toutes deux divisibles par une même 
série entière nulle à l'origine (*). Cette définition posée, il a 
obtenu les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux 
séries de puissances, nulles en un point, aient un diviseur commun 
en ce point, et il a appris à substituer au quotient de pareilles 
séries un quotient irréductible au point considéré, c'est-à-dire le 
rapport de nouvelles séries sans diviseur commun en ce point ('). 

303. Cette théorie de la divisibilité des séries entières a encore 
permis à Weierstrass de classifier les singularités des fonctions 
analytiques uniformes. 

Désignons par f{x^^ . , ,^Xp) une pareille fonction, et par 



(*) Eq d'uutics termes, la division de R, par Rj donne en général comme reste 
un polynôme en t^j ayant pour coefficients des séries entières en /„ . .., <^ : pour 
que $, soit divisible par $,, il faut et il suffit que ces séries en /j» •••» ^p a»eût 
tous leurs coefficients nuls. 

Il résulte de ce théorème ({\x^une série entière ^P nulle à l'origine est divisible 
par une infinité de séries entières nulles à l'origine. 

En effet, remplaçons, comme dans le texte, la série 9 successivement par la 
série ^ et le produit c^R; désignons par R' un diviseur quelconque de R, et 
par S' une série entière arbitraire différente de zéro à l'origine. Le produit S' R' 
est une série entière qui divise «R, quelle que soit la série è)'; on a donc une 
infinité de séries entières diviseurs de la série cR, et dès lors (en revenant aux 
variables x-) diviseurs de la série 9. 

(') D'après les mêmes principes, on a pu définir le plus grand commun divi- 
seur et le plus petit multiple commun de deux séries (ou de plusieurs séries). 

Les zéros communs à deux séries entières à p variables nulles à l'origine 
•forment, dans le voisinage de l'origine, une multiplicité à 2(/?— i) ou 2(7? — 2) pa- 
ramétres réels suivant qu'elles ont un diviseur commun ou n'ont pas de diviseur 
commun. Dans ce dernier cas, si le nombre des variables est deux, l'origine est 
un zéro commun isolé. 

(•) Weierstrass, Œuvres, t. II, p. i5i. 

De même, on dit que le quotient de deux fonctions analytiques dans un 
domaine OD est irréductible en un point où les fonctions sont régulières, lorsque 
le quotient des deux séries de puissances relatives à ce point est irréductible en 
ce point. Le quotient des deux fonctions est irréductible dans le domaine (Ô, 
quand il est irréductible en tout point intérieur à (D< 
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(a^ , . . ., OLp) une de ses singularités. Elle est dite non essentielle 
quand il existe une série de puissances $< {x^ — ai, . . . , ^y, — a^), 
nulle en ce point, telle que le produit de celle série par la fonc- 
tion y soit holomorpiie en ce point. Dans le cas contraire, la 
singularité est dite essentielle. 

Ainsi, dans le voisinage de tout point singulier non essen- 
tiel (a,, . . .,a;,), on a 



/(a:,, .,,^Xp) = 






chacune des fonctions ^i^i et $2 étant régulière en ce point, et la 
fonction ^{ s^annulant en ce point. 

Pour les fonctions d'une variable, les points singuliers non 
essentiels sont, avons-nous dit, des pâles; dans le cas des fonc- 
tions de plusieurs variables, ces points peuvent être répartis en 
deux catégories : voici d'après quels principes. Déterminons les 
séries ^S^ et ^2 de façon qu'elles n* Aient pas de diviseur commun 
au point singulier considéré (a,, . . ., a^,). 

I** Si la série ^2 ne s'annule pas en ce point, on peut définir un 
domaine avoisinant ce point tel que la fonction / dépasse dans ce 
domaine tout nombre donné. 

2° Si la série (£2 s'annule aussi en ce point, il y a dans le voisi- 
nage de ce zéro commun aux séries ^St et ^2) si petits que soient 
les rayons des cercles qui le déterminent, des points où la fonc- 
tion /devient infinie et des points où elle prend telle valeur que 
l'on veut. 

En efiet, substituons comme ci-dessus aux variables Xi — ai, .. . , 
Xp — CLp, les variables ^i, . . ,^ tp^ qui en dt''pendent linéairement : 
on peut remplacer, dans des domaines déterminés avoisinant le 
point (a,,...,a^), les séries ^, et $2 respectivement par les 
produits ^ 

Siiiti, . . ., tp) Ri{<i, . . ., tp), ^j(ri, . . ., «p) Rj(^i, . . ., tp); 

Sli et c'R2 désignent des séries entières qui ne s'annulent pas à 
l'origine, R^ cl R2 sont des polynômes en ^<, ayant pour coeffi- 
cients des séries entières en ^2? • • • 1 ^p^ ^^ n'ayant pas de diviseur 
commun au point ti= . . ,= tp= o. 

Il y a une infinité de systèmes de points (/,,..., tp) voisins de 
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rorîgine pour lesquels R| s^annule tandis que R2 esl différent de 
zéro : donc, il y a une infinité de points (^«,...,^/») voisins 
de (tti , . . . , a^) pour lesquels $, est nul, sans que $2 soit nul ; par 
suite, la fonction / dépasse tout nombre donné en une infinité de 
points voisins de (ai , ... , a^). 

Mais, d^autre part, dans le voisinage de ce même point, les 
fonctions f{X\^ . . . , Xp) et [/(^i, . . ., oCp) — A"]"* ont la même 
forme, quelle que soit la constante A*, d'après la définition de 
point singulier non essentiel appliquée à la fonction f. Donc, il y 
a une infinité de points de ce voisinage où la fonction {f — Ar)~* 
est infinie, et, par suite, où la fonction y prend telle valeur k que 
Von veut. 

Ainsi, on peut distinguer deux types de points non essentiels, 
suivant que, dans leur voisinage, la fonction reste infinie ou est 
indéterminée ( * ). 

304. Par fonction entière de plusieurs variables, on entend 
une fonction analytique sans singularité à distance finie. 

En tout point à distance finie, une pareille fonction est repré- 
sentable par une série de puissances, convergente dans tout 
domaine borné. Réciproquement, une série de puissances qui 
converge pour tout système de valeurs finies des variables définit 
une fonction sans singularité à distance finie : c'est une fonction 
entière. 

Une fonction entière est rationnelle ou transcendante suivant 
que son développement a un nombre limité ou illimité de termes : 
dans le premier cas, c'est un polynôme. 

Elle cesse d'être régulière lorsque les modules d'une ou plu- 
sieurs variables deviennent infinis. De pareils points peuvent être 
des singularités essentielles ou non essentielles pour la fonction 
entière. 



(>) M. Autonne discute rindéterminalion des fonctions dans le voisinage des 
points non essentiels par une méthode un peu différente de celle de Weierstrass : 
elle revient à généraliser les procédés employés, dans le cas d'une variable, 
pour obtenir les vraies valeurs des expressions indéterminées {A. M., t. XXI,. 
p. 249). 
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Un polynôme entier P(^i, . . .,^7») ^'« po-s de singularité 
essentielle. 

En effet, il suffit de prouver qu'il n'en a pas à l'infini, c'esl- 
à-dire dans le voisinage d'un point tel que le point 

(00| , . . . , oo<7, aq^x , . . . , «p ). 

Posons ^Ti = sT*, ..., ^ç= S^* • le domaine (0 à étudier sera dès 
lors formé de p cercles ayant pour centre le point 

(oi, ...,Of, a^+i, ,,,,ap) 

et pour rayons des nombres R~* et p aussi petits que Ton veut. 
Désignons par |jli, . . . , |x^ les degrés du polynôme P(xi, . . . , Xp) 
par rapport aux variables J?|, ..., Xp^ et considérons le pro- 
duit a:7*^'. . .a:*'*^ P(^i, . • ., a^i,). La substitution ci-dessus le 
transforme en un polynôme entier par rapport à Çi, ..., Ç^, 
^^+1 , . . . , J?/,, ou encore par rapport à Ç, , . . . , $^, .r^+i — «^+4 , . . . , 
Xp — ap. 

On a donc, en désignant par Q un polynôme convenable 

(4) .p?'-î,^Kt--'è'^--'^'') 

par suite, dans le domaine (£), le polynôme P est bien le quotient 
de deux polynômes, dont l'un (le dénominateur) s'annule au 
point (oi, ..., o^, a^+i, ..., a^) : ce point est une singularité 
non essentielle. 

Elle peut du reste appartenir à l'un ou à l'autre des deux types 
définis. 

En effet, si le polynôme P a un terme en Ç7Î*' . . . Ç"'*^, le pre- 
mier membre de l'égalité (4), et par suite le polynôme Q n'est 
pas nul au point que nous étudions; alors le polynôme P est 
infini en ce point. 

Dans le cas contraire, le polynôme Q s'annule au point con- 
sidéré; on peut trouver au moins un point appartenant au 
domaine (JE), tel que le polynôme P y prenne une valeur choisie 
arbitrairement. 
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305. Une fonction analytique iiniforme de plusieurs variables 
est dite méromorphe ou rationnelle lorsqu'elle n'a à distance 
finie que des singularités non essentielles. 

Le quotient de deux fonctions entières est une fonction méro- 
morphe (*). 

Réciproquement, une fonction méromorphe peut être repré- 
sentée par le quotient de deux fonctions entières (2). 

Les fonctions méromorphes les plus simples sont les fractions 
rationnelles; elles sont définies par le quotient de deux poly- 
nômes. 

Les fractions rationnelles n'ont dans tout domaine borné, et 
même à Vinfinij que des singularités non essentielles : ces 
singularités non essentielles, à distance finie comme à Tinfini, 
peuvent appartenir'à l'un ou l'autre des deux types signalés ('). 

Réciproquement, une fonction analytique uniforme qui n'a de 
singularité essentielle ni à distance finie, ni à distance infinie, 
est une fraction rationnelle (*). 

Nous verrons plus lard que les fonctions méromorphes de p va- 
riables, 2p fois périodiques, s'expriment rationnellement au moyen 
des fonctions à plusieurs arguments (T* Partie, p. 247)- 



(') Pour la démonstration, cf. Wbikrstrass, Œuvres, t. II, p. 160. — Dauthk- 
viLLB, A. E. N,, i885, p. 4a- 

(') Ce ihéorème, énoncé par Weierstrass {Œuvres, t. II, p. i63), a été établi 
par M. Poincaré pour le cas de deux variables {A, M,, t. II, p. 97; sa démon- 
stration repose sur l'extension à Thyperespace du principe de Dirichlet) puis par 
M. Cousin {A, M., t. XIX, p. 38) qui a précisé et généralisé les résultats obtenus 
par M. Poincaré. Ainsi, il a prouvé que si la fonction n'a, dans un domaine 
formé par p cercles de rayons finis ou inHnis ayant les origines pour centres, 
que des singularités non essentielles, elle peut être représentée dans ces cercles 
par le quotient de deux séries entières. Cf. aussi Appell, /. A/., 1891, p. 181. 

Remarquons eoûn qu'à une représentation du type énoncé on en peut substi- 
tuer une infinité d'autres; il n'y a qu'à multiplier le numérateur et le déno- 
minateur du quotient considéré par une même fonction entière n'ayant pas 
de zéro. 

Les fonctions entières dont il est parlé dans l'énoncé peuvent être rationnelles 
ou transcendantes. 

(») Cf. Dautheville, a. E.N., i885, p. 40. 

(*) Cf. HuRWiTZ, J. de Crelle, t. 95, p. 201. — Dauthkville, A. E. N., i885, 
p. 53 (la proposition a été démontrée plus haut pour les fonctions d'une va- 
riable, p. 193; ces auteurs prouvent que, si elle est vraie pour p — i variables, 
elle est vraie pour/? variables). — H. Laurent, Analyse, l. IV, p. i3. 
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Quant au problème de la représentation des fonctions uniformes 
de p variables dont les singularités sont quelconques, M. Cousin 
est parvenu à le résoudre dans des cas assez généraux, en faisant 
Textension des méthodes employées par M. Mittag-Leffler pour les 
fonctions d'une variable (*). 



{') A, M., t. XIX, p. 56. 
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306. De toutes les découvertes de Rîemann on regarde comme 
la plus éclatante la résolution du problème de IMnversion des 
intégrales de différentielles algébriques, obtenue à l'aide de fonc- 
tions entières à un nombre quelconque d^arguments (F^ Partie, 
p. 247)* Elle couronnait ses recherches sur les fonctions algé- 
briques, dont il avait pénétré si intimement la nature, grâce à la 
conception des surfaces formées de plans multiples superposés, 
à l'introduction des notions de genre et de classe, etc. 

Mais son influence, « sans rivale dans le développement des 
Mathématiques modernes », s'est fait sentir dans bien d'autres 
domaines : il faut regarder comme fondamentaux ses Mémoires 
sur les surfaces minima passant par un contour donné, 
sur la série hyper géométrique de Gauss, sur la Théorie des 
nombres, etc. On sait aussi avec quelle vigueur il a essayé de 
scruter les Principes de V Analyse infinitésimale et les Hypo- 
thèses sentant de base à la Géométrie (*). 

Ici, c'est de l'orientation qu'il a donnée à la théorie des fonc- 
tions analytiques que nous avons à parler. 

On répartit souvent les mathématiciens en deux classes, que 
l'on appelle volontiers les Analystes et les Géomètres, ou encore 
les logiciens et les intuitifs, non pas d'après Vobjet de leurs tra- 
vaux, mais suivant la tendance de leur esprit et la nature des 
méthodes qu'ils emploient (2). Weîerstrass et Riemann caracté- 



(^) Ko/r, dans la traductioQ qu'a donnée M. Laiigel des Œuvres de Riemann, 
la préface d'Hermile et la conférence de M. Klein. 

(>) Cf, PoiNGARÉ, Du rôle de l'intuition et delà logique en Mathématiques. 
Conférence faite au deui^iëme Congrès des Mathématiciens, 1900. 

F. - II. i5 
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risent assez nellement ces deux types : Texamen des mélhodes 
qu'ils ont adoptées pour Tétude des fonctions le montre avec 
évidence (*). 

Pour développer les idées de Cauchy, Weierstrass, esprit dé- 
ductif et ami de la rigueur, devait s'attacher aux conceptions 
arithmétiques : il allait donner à la fonction analytique, comme 
élément générateur, la série de puissances ; une chaîne de séries 
permettrait ensuite de définir et de représenter celte fonction; des 
transformations analytiques conduiraient à l'étude de leurs pro- 
priétés. L'Analyse deviendrait en ses mains comme un prolon- 
gement de TArithmétique. 

Continuateur lui aussi de Cauchy, Riemann s'était placé à un 
point de vue tout différent de celui de Weierstrass. Habitué dans 
ses méditations à recourir à l'intuition physique ou géométrique 
(dans beaucoup de travaux, ses méthodes sont caractérisées par 
leur liaison avec les conceptions fondamentales de la Physique et 
de la Géométrie), il part d'une notion empruntée à la Physique (^), 



(') Il est pourtant boa de rappeler (voir aussi d« 273) le cas que Weierstrass 
faisait de Tiotuition, entendue dans un certain sens, comme moyen de décou- 
verte. Voici ce qu'il écrivait à M"* S. de Kowalevski, le 27 août i883 : 

« A cela s'ajoute (chez Kroneckcr) une imperfection qu'on rencontre chez 
beaucoup d'hommes extrêmement intelligents...; il n'a pas assez de fanteûsie 
<je devrais plutôt dire d'intuition) j et il est certain qu'an mathématicien qui 
n'est pas un peu poète ne sera Jamais un mathématicien complet. Les com- 
paraisons sont instructives; les vues d'ensemble embrassant tout et dirigées vers 
les sommets les plus élevés, vers l'idéal, placent d'une manière éclatante Abel 
avant Jacobi, de même Riemann avant ses contemporains ( Eisenstein, Rosenhain), 
et Hclmholtz avant Kirchhoflf. ...» 

C/. Mittag-Lefflkr, Conférence faite au deuxième Congrès des Mathéma- 
ticiens, 1900. 

(^) Nous avons déjà vu (p. 54) que, pour certains problèmes mathématiques, la 
Physique a fourni non seulement des solutions, mais dans une certaine mesure 
des raisonnements. En voici un autre exemple intéressant (n« 332) : 

« M. Klein... étudie une des questions les plus abstraites de la Théorie des 
fonctions; il s'agit de savoir si, sur une surface de Riemann donnée, il existe tou- 
jours une fonction admettant des singularités données : par exemple, deux points 
singuliers logarithmiques avec des résidus égaux et de signe contraire. Que fait 
le célèbre géomètre allemand? Il remplace sa surface de Riemann par une surface 
métallique dont la conductibilité électrique varie suivant certaines lois. Il met 
les deux points logarithmiques en communication avec les deux pôles d'une pile. 
Il faudra bien que le courant passe, et la façon dont ce courant sera distribué 
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celle de fonction harmonique ou de potentiel. II découvre son 
vrai sens mathématique, au point de vue de la Théorie des fonc- 
tions, en montrant que par l'adjonction d'une fonction harmo* 
nique complémentaire on obtient une fonction analytique. De là, 
les équations aux dérivées partielles de Cauchj-Riemann qui 
caractérisent ces fonctions et permettent, quand une fonction 
harmonique est définie dans un domaine à connexion simple, de 
déterminer la fonction complémentaire (P® Partie, p. 5i) et, par 
suite, de former une fonction analytique. 

U image géométrique conduisait Riemann aux mêmes résul- 
tats, car la représentation conforme de deux domaines simplement 
connexes l'un sur l'autre revient aussi à la définition d'une fonc- 
tion analytique; réciproquement, la Théorie des fonctions analy- 
tiques conduit à l'étude des lois de transformations des surfaces 
(voir in/ra, § III). De même dans plusieurs de ses autres travaux, 
« Riemann appelle tout de suite la Géométrie à son secours, cha- 
cune de ses conceptions est une image que nul ne peut oublier 
dès qu'il en a compris le sens {*) ». 



sur la surface déPiiiira une fonction dont les singularités seront précisément celles 
qui sont prévues par Ténoncé. 

» Sans doute, M. Klein sait bien qu'il n*a donné là qu'un aperçu : toujours 
est-il qu'il n'a pas hésité à le publier, et il croyait probablement y trouver, sinon 
une démonstration rigoureuse, du moins je ne sais quelle certitude morale. Un 
logicien aurait rejeté avec horreur une semblable conception, ou, plutôt, il n'au- 
rait pas eu à la rejeter, car dans son esprit elle n'aurait jamais pu naître. » 
(PoiNCARÉ, loc. cit., p. 116.) Cf. Klbin, Ueber Biemcuin'9 Théorie der alge- 
braischen Functionen, Leipzig, i88a. 

Béciproquement, les méthodes que Riemann avait déduites de l'intuition phy- 
sique pour les appliquer aux Mathématiques jouent désormais un rôle important 
dans l'étude de la Physique mathématique. Prenons comme exemple le problème 
de Lagrange ou de Plateau, qui consiste à déterminer la surface minima, con- 
tinue ou assujettie à des discontinuités de nature connue, passant par un contour 
fermé, ou encore, en langage physique, la figure d'équilibre d'une lame fluide 
qui est encadrée par un contour donné. Plateau l'a résolu expérimentalement 
en plongeant le contour donné, réalisé physiquement, dans une dissolution de 
liquide glycérique : Riemann en a donné une solution analytique dans le cas où 
le contour est formé de certaines courbes simples; elle a été publiée en 1867 
{Œuvres, trad. Laugel, p. 38^), presque en même temps que les recherches 
parallèles de Weierstrass sur le même sujet (n" 330), puis développée et géné- 
ralisée par M. Schwarz (c/. Darboux, Théorie des surfaces, I" Partie, p. 4a4; 

NiEWENÛLOWBKI, A. E. N., 1880, p. 227). 
(») PoiNCARÉ, loc, cit., p. JI7, 



228 LIVRE II. — CHAPITRE X. 

Au dire de Dirichlet dans son Éloge de Jacobi, la tendance de 
l'Analyse moderne est de remplacer les calculs par des idées (*). 
Dans ses recherches, Riemann se montrait bien fidèle à pette ten- 
dance; car il donnait une définition de la fonction qui, au lieu 
de dépendre de son expression analytique pour chaque valeur 
de l'argument, résultait de ses propriétés (*). <c Les méthodes 
employées jusquMci pour l'étude de ces fonctions supposent tou- 
jours que, par définition, on part d'une expression de la fonction, 
qui permet d'en avoir la valeur pour chaque valeur de l'argument. 
Nos recherches ont montré qu'une des conséquences de la notion 
générale de fonction de variable complexe est que l'on peut 
séparer en deux parties les éléments qui la déterminent; une de ces 
parties résulte de l'autre : de fait, nous avons ramené l'ensemble 
des éléments servant à représenter la fonction à ceux dont on peut 
faire un choix arbitraire. Cette remarque apporte une simplifi- 
cation fondamentale à l'étude des questions. Ainsi, pour démon- 
trer l'égalité de deux expressions de la même fonction, on devait 
autrefois les transformer l'une dans l'autre, c'est-à-dire faire voir 
qu'elles coïncident pour toute valeur de la variable : il suffit 
maintenant de démontrer la coïncidence d'un nombre plus res- 
treint d'éléments (*) ». C'est l'important théorème (I"* Partie, 
p. 2i4 et 3oo) sur lequel repose le prolongement analytique. En 
même temps, Riemann insiste sur la différence entre la définition 
d'une fonction et les diverses expressions dont cette fonction est 
susceptible; il éclaircit sa pensée par des exemples géométriques. 

§ I. — Les fonctions harmoniques. 

307. L'étude des fonctions harmoniques sert de base aux tra- 
vaux de Riemann; ces fonctions ont en elles-mêmes une impor- 



( *) « Wenn es die immer mehr hervortreiende Tendenz der neueren Analysis 
ist Gedanken an die Stelle der Bechnung zu setzen, so giebt es doch gewissc 
Gebiete, in denen die HechnuDg ihr Recht behftit ». DikiculbTi Œuvres de 
Jacobi, t. I, p. a-. 

(') Si la pensée de définir une fonction par des propriétés de continuité, de 
nionogéité, etc., n'était pas absolument nouvelle (Cauchy l'avait eue), au moins 
est-ce Riemann qui l'a précisée et lui a donné son plein développement. Quant à 
l'idée de poursuivre l'étude de ces fonctions sur des surfaces à feuillets multiples, 
elle appartient exclusivement à Riemann. 

(*) Riemann, Dissertation inaugurale (trad. d'après l'édit. Webcr, p. 38). 
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tance capitale : aussi commencerons-DOus par établir quelques-unes 
de leurs propriétés. 

Rappelons leur définition. 

Une fonction de deux variables réelles est harmonique en un 
point, lorsque dans son voisinage elle est continue, admet des 
dérivées des deux premiers ordres elles-mêmes continues, et 
satisfait à l'équation de Laplace. Elle est harmonique dans un 
domaine à connexion simple ou multiple, domaine qui peut se 
recouvrir lui-même, lorsqu'elle est harmonique en tout point 
intérieur (*). 

Comme exemples de fonctions harmoniques, citons (*) : 

I** Le potentiel logarithmique dans tout domBine plan borné 
ne contenant aucune des masses attirantes (') et cela qu'il s'agisse 
du potentiel d\ine seule masse attirante m, du potentiel de plu- 
sieurs masses attirantes isolées mi Me potentiel s'exprime dans ces 

cas par m log- ou ^^ /Wilog— ^ r/ désignant la distance du point 

attirant de masse m/ au point attiré ou potentiel ou enfin du 
potentiel de masses continues recouvrant un arc de courbe ou 



(*) Les dérivées secondes peuveat avoir des discontinuités pourvu que ces 
discontinuités forment seulement des lignes algébriques : même très souvent, on 
ne fait aucune hypothèse sur la continuité des dérivées secondes. 

Souvent aussi, on entend par fonction harmonique une fonction qui ne jouit 
qu'e/t général des propriétés ci-dessus, de même que Ton regarde comme ana- 
lytique une fonction qui est en général holomorphe ou régulière (il y a lieu 
alors de distinguer les points à distance finie ou infinie où la fonction harmo 
nique est régulière de ceux où elle ne Test pas, n* 310, note ). 

(^) Une fonction de p variables {p> ^) est harmonique dans un domaine (Q 
lorsqu'elle jouit dans (Q des mêmes propriétés que les fonctions de deux variables, 
et, de plus, s*annule à IHnfini dans le cas où le domaine (£) est illimité (du 
moins, ajoute- 1 -on presque toujours celte condition, voir les notes p. ôa, 
60, 61). 

(') Voici les titres de quelques Ouvrages classiques sur le potentiel logarith- 
mique ou le potentiel ordinaire : 

PoiNCARÉ, Potentiel newtonien, 1899. — C. Nkumann, U. iiber das Logar. 
und i\ewton*8che Potential, 1877. — Harnack, Grundlagen der T. des logar, 
Poientiales, 1887. — Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie, 1899 et 1900, etc. 

C/. aussi Picard, Analyse, t. 1 et II. — Duhkm, Leçons sur VÉlectri^ 
cité, t. I. 
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une aire (le potentiel s'exprime alors par une intégrale dé- 
finie) (*). 

2^ Les fonctions u et {f obtenues en mettant une fonction ana- 
lytique /(^) sous la forme u •+• «V (n® 318). 

3"* Les fonctions de Green dont nous parlons plus loin. 

Nous nous occuperons d'abord des fonctions harmoniques 
uni/ormes. 

308. A la base de leur étude, nous placerons une relation qui 
jouera ici le même rôle que la formule de Cauchy (P* Partie, 
p. 281) dans la Théorie des fonctions analytiques. 



(*) Lorsque des masses exercent sur un point matériel (a, 6) une action qui 
dépend de la distance, les composantes de celte action sont les dérivées par- 
tielles d*une même fonction, dite potentiel. 

Les potentiels les plus intéressants sont, dans le plan, le potentiel logarith- 
mique; dans Vespace à trois el k p dimensions, le potentiel newlonien et celui 
qui correspond à l'attraction en raison inverse de la (/?— i)^*"* puissance de la 
distance. 

Soit un point attirant unique {x^ y) de masse m. Les trois potentiels 
ci-dessus ont respectivement pour expressions miog/— *, mr-^^ mr^^r^ en 
désignant par /* la distance du point attirant {XyX) au point attiré (a, 6). 

Une vérification de calcul montre que ce sont des fonctions harmoniques dans 
tout domaine fini, sauf au point attirant. Même remarque pour le potentiel d'un 
système de points isolés. 

Soient des masses attirantes (x^y) distribuées linéairement ou superficiel- 
lement dans le plan, avec une densité ^{x^ y) continue et ayant des dérivées 
finies et intégrables. 

Les potentiels logarithmiques d'une courbe y ou d'une aire 6 ont pour expres- 
sions 



(ce sont donc respectivement des potentiels ordinaires ou de simple couche, de 
double couche, superficiels). P„ et P^ sont des fonctions continues de (a, 6) 
même sur la courbe ou dans l'aire attirante, par suite, dans toute région 
finie. 
En vertu de l'équation 

OÙ les dérivées se rapportent à l'intérieur et à l'extérieur de la courbe y, P„ a sa 
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SoieDt ii(a:^y) et ^(^^y) àes fonctions de deux variables 
réelles^ finies et continues, ainsi que leurs dérivées des deux pre- 
miers ordres, dans un domaine D fermé à connexion simple ou 
multiple, et sur sa frontière F (*). 

Parmi les formules dites de Green, qui permettent la transfor- 
mation d'intégrales doubles en intégrales curvilignes, considérons 
la relation (voir p. 70) 

où le symbole -^ désigne la dérivée prise dans le sens de la nor- 



dérwée normale du premier ordre discontinue lorsqu'on traverse la courbe f : 
elle diminue de aicp lorsqu'on va de l'intérieur vers l'extérieur. 

Ainsi, quand deux points situés de part et d'autre de y tendent vers une même 
position sur y, les composantes normales des forces exercées sur ces deux points 
n'ont pas des limites égales et de signes contraires. 

Quant au potentiel de double couche P^, ce n'est plus lui qui est continu quand 
on traverse y, c'est sa dérivée estimée suivant la normale. 

Enfin P^ a ses dérivées du premier et du second ordre continues, même dans 8; 
mais ses dérivées du second ordre sont discontinues quand on traverse la fron- 
tière de S, puisqu'à l'extérieur et à l'intérieur de 8, elles vérifient respectivement 
les équations de Laplace et de Poisson 

AP^=o, AP^ = — airp. 

Aussi ce potentiel n'est-il une fonction harmonique que dans les régions exté- 
rieures aux masses attirantes {cf. pour le plan, Harnack, Grundlagen, etc., 
p. 20 et 39; pour l'espace, où l'on a des formules analogues en remplaçant 2% 
par 4ic, cf. PoiNCARÉ, Potentiel newtonien, p. i38; A. M,, t. XX, p. 60). 

C'est Lagrange qui signala le premier {Nouveaux Mémoires de l'A. de Berlin, 
1777, publiés en 1779) la propriété fondamentale du potentiel. Son importance a 
été mise en lumière par Laplace, qui l'utilisa fréquemment en Mécanique céleste. 
Poisson, dans le Mémoire qui créa l'Électrostatique théorique {Savants étran- 
gers, x8ii) introduisit en Physique l'usage du potentiel, et, depuis cette époque, 
les méthodes analytiques des astronomes sont couramment employées par les 
physiciens dans leurs recherches. Green [Essay on the application 0/ mathe- 
maticai analysis (1828)] et Gauss [Mémoires de Gôttingue (1840); Œuvres, 
t. V], qui lui donnèrent les noms At fonction potentielle et de potentiel, en ont 
poursuivi l'étude. 

( ' ) La formule de Green ci-dessous subsiste, alors même qu'on remplace l'hyr 
pothèse de la continuité sur F des dérivées partielles de u et y par des conditions 
plus larges {cf. V* Partie, p. 272). 
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mdXe intérieure au contour F (*). Quand les fonctions u et c 
sont harmoniques, cette formule devient 



(0 



Jy \ dn dnj 



Prenons pour fonction \? la fonction harmonique à étudier; 
soit G la frontière du domaine (£) dans laquelle elle est harmo- 
nique (^). Nous choisirons pour seconde fonction harmonique u 
un potentiel logr égal au signe près au potentiel logarithmique, 
r désignant la distance d'un point {a, b) intérieur à (D à un point 
variable {x^y). Ces fonctions u ei v sont harmoniques dans le 
domaine D à connexion multiple {fig^ 9) obtenu en détachant 

Fig. 9. 




de (D la surface d'un cercle C ayant pour centre (a, 6) et ne 



(^) Pour étudier les fonctions harmoniques dans Pespace à trois ou à /? di- 
mensions, on part de la formule analogue 

/(" È -" 5ïï) '''+/("■'''-'"'") '^^ = °' 

la seconde intégrale s'étend aux éléments dx d'un volume fermé T de l'hyper- 
espace, et la première aux éléments d<s de la frontière S de ce volume : les 
dérivées sont prises sur la normale à l'élément dv vers Vintérieur, On y rempla- 
cera u non plus par le potentiel logarithmique logr-^ mais par le potentiel 
newtonien r-* ou rP-*. Cf. Poincaré, A, M., t. XXII, p. 92. — Appbll, A, M., 
t. IV, p. 329. 

(') On suppose que les fonctions u et p, harmoniques dans (D, sont de plus 
continues sur G et ont sur G une dérivée normale déterminée et intégrable. S'il 
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sortant pas de (D. La formule (i) appliquée à ce domaine, dont là 
frontière F est (C, C), devient 

/ V /*/« ^^ d\o<rr\ - /•/, dv d\osr\ , 

(Les intégrales curvilignes sont prises dans le sens des flèches, et 
la normale intérieure à la courbe C est devenue aussi. la normale 
intérieure à la courbe géométrique. Cf. P* Partie, p. 1 1.) 

Évaluons le second membre de cette relation, et, pour cela, 
décomposons l'intégrale qui y figure en deux autres. La première 
est nulle, car r est constant lorsque {^^y) décrit la circonfé- 
rence C'y ce qui donne 

df> , , Y* dv 



flogr^^ds=logrf^ds = o, 



d'après la formule (i) où Ton aurait remplacé u par l'unité. 

Pour calculer la seconde intégrale, je remarque que drldriy 
ou — costo (voir p. 63), est égal à — i sur G'; on a donc 



et, par suite. 



dlogr __ i dr ^ i 
dn "^ r dn "^ r 

— I V — ^^ ds = - I vds. 



Le second membre de cette égalité ne dépend pas du rayon /* 
du cercle C, à cause de la relation (2); or, lorsque r est très 
petit, on voit (en raisonnant comme pour établir la formule de 
Cauchy) que ce second membre diffère aussi peu que l'on veut 
du produit 27r('(a, 6) : il lui est donc rigoureusement égal et 



eo était autrement, on remplacerait C par un contour intérieur très voisin (nous 
faisons cette remarque une fois pour toutes, voir I'* Partie, p. 380). Ainsi les 
formules (i), (a), (3), (4), (5) ne sont pas forcément applicables, si C est la 
frontière naturelle du domaine où la fonction ç est harmonique. 

Il n'est pas nécessaire que les dérivées -p ' ;r-' <]"> ^^^^ continues dans CD, le 

soient aussi sur C; sinon, d'après un théorème de M. Painlevé {A, T,^ 1888, B., 
p. 26), la fonction v(s) continue le long de G aurait une dérivée sur C, ce qui 
n'est pas nécessaire. i^Voir plus haut les hypothèses requises pour que le problème 
de Diricblet soit possible. ) 
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l'on a 



(3) ^^{i 



C'est la formule fondamentale cherchée : elle fait connaître les 
valeurs de la fonction \> au point (a, b) à l'aide de ses valeurs et 
de celles de sa dérivée normale sur une courbe quelconque entou- 
rant ce point, et cela sous forme d'une somme de potentiels de 
simple et de double couche (*). 

Comme dans la formule fondamentale de Cauchj {V^ Partie, 
p. 281), le second membre de l'égalité (3) est nul, lorsque le 
point (a, b) est extérieur au domaine CD (^). 

309. Cette formule ne résout pas en général le problème de 
Dirichlet, puisqu'elle exige la connaissance de la fonction v et de 



(^) En prenant pour contour C une circonférence de centre (a, 6) et de 
rayon R, la formule ( 3 ) devient, d'après ies remarques qui précèdent, 



"<»•*> =ï^X*'<*)'"= 



c 

c'est \a formule de la moyenne de Gauss [on peut aussi la déduire de la rela- 
tion (4) in/ra] : elle apprend que la valeur de y au centre d'une circonférence 
est la moyenne arithmétique de ses valeurs sur cette circonférence, quel qu^en 
soit le rayon. Gauss a pris cette belle proposition comme point de départ de sa 
Théorie des fonctions harmoniques {Œuvres, t. V, p. aaa). 
(^) On écrit souvent la relation (3) sous la forme 






v{a 

^c 

elle a pour analogue dans l'espace à p dimensions 

'<• "-j//-/(-^-'-S'- 

lé potentiel logarithmique logr-* a été remplacé par le potentiel r^~P; l'inté- 
grale est étendue à un domaine k p — t dimensions; k est un nombre égal 
à /> — 3 fois Taire de l'hypersphère de rayon i (ainsi k = ^tc dans l'espace ordi- 
naire). Cf. POINCARÉ, A. M,, t. XXII, p. 108. 

La formule (3) conduit simplement au théorème des résidus de Cauchy, dont 
au fond elle n'est pas distincte (c/. Poincarê, Potentiel newtonien, p. 149). 

Ces relations, établies par Green dès 1828, sont des cas particuliers de formules 
trouvées par KirchhoiT, relatives aux fonctions harmoniques généralisées 



LES FONCTIONS HAHM0NIQUB6. ^35 

sa dérivée normale sur C; mais dans le cas où le contour C est 
une circonférence, on peut faire disparaître celle dérivée (*). 

Pour y parvenir, introduisons le conjugué A|(ai,6<) du 
point A(a, b) {fig- lo) par rapport à la circonférence C; appe- 

Fig. 10. 



Ions r et r^ les dislances d'un point variable M de G à ces deux 



intégrales de Téquation 

d^v d'^v à^v _ j_ d^v 

Suivant qu^un point {a,b,c) est intérieur ou extérieur à un domaine (D de 
frontière S, une intégrale de surface, qui est étendue à S et dont l'élément diffé- 
rentiel dépend des valeurs de v et de celles de sa dérivée normale sur S, est égale 
à v{a, b, Cj t) ou à zéro. 

Voir KiRCHHOFP, Sitzungsb. derBerliner A., i88a, p. 64i ( trad. A, E, N., 1886): 

— Maoqi, Annali di M,, t. XVI. — Beltrami, Rendiconti del I. Lombardo, i88g. 

— DuHKM, Leçons sur l'Hydrodynamique, t. I, p. ï6o. 

Ce théorème de KirchhofT ne s'étend pas aux intégrales des équations ana- 
logues relatives au plan ou à Thyperespace 



â^v d^v I d^v 


d^P 


d'y 1 d'i>. 


dx^ "^ dy' "" Ht» dt' ' 


diî-^- 


•"*"d«» - }û dt^' 



de là, en Physique mathématique, des différences dans la propagation du son dans 
les milieux à trois dimensions, et dans ceux qui ont deux dimensions ou plus de 
trois dimensions. 

A leur tour, les relations trouvées par KirchhofT peuvent être regardées comme 
inspirées par des formules analogues, dues à Helmhoitz, relatives aux solu- 
tions v(Xjy,z) de Téquation àv-{-k^v = o. (/. de Crelle, t. 57. — Cf, aussi 
DuHEM, Leçons sur l'Hydrodynamique, t. I, p. 3 19.) 

(*) Soit P un point arbitraire intérieur à la circonférence G : Xd^ fonction de 
Green (n* 315) relative au cercle C et au pôle A a pour expression 

log 177 - log 



AF ^OA.AjP 
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points, et R le rayon de C. Le point A| étant extérieur à cette 
circonférence, on a 

Retranchons membre à membre les égalités (3) et (3'); le rap- 
port r : r^ reste constant sur la circonférence C, et par suite, 
d'après une remarque faite plus haut, l'intégrale correspondante 
disparait. On a donc 

SoitO le centre du cercle G; posons 
OA = p, OAi=p„ ppi=R*, ^A = a>, OMAi = a)i. 

Les triangles OMA, OMA, donnent 

p« = R«-l-r* — 7.Rr coso), 
p} = R*-i- r\ — aRri coso); ; 



par suite, à cause des relations 






R« 

p.=-. 


r p' 




on a 






dlogPi dlogr I dri 
dn dn " ri dn 


r dn 




coscu 


COStOi 




r 


ri 




R«-+-r« 


-p> Rî^-rf- 


IPÎ 



2Rr« aRrJ Rr* 



(car cette expression est nulle quand P vient sur C, elle est infinie comme logr~^ 
quand P vient en A). On sait donc résoudre pour le cercle le problème de 
Greerij et par suite le problème de Dirichlet puisqu'il lui est équivalent. Dh& 
lors, si les transformations que nous allons indiquer réussissent» c^est qu'elles se 
rattachent à un procédé général qui sera développé plus loin (n** 315). 
Dans les mêmes conditions, la fonction de Green pour la sphère est 



j R_ 

AP OA.AjP' 
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d*où finalement la formule 
que l'on écrit encore 

Introduisons sous le signe d'intégration les coordonnées po- 
laires (R, W)j (p, ç), pour désigner les points de la circonfé- 
rence G et les points intérieurs. On a 

r«=R«— 2Rpcos(V — (p)-f-p« (</*=RrfV), 

et par suite, la formule (4) devient 

I /**^ R«— û« 

2Tcy^ R*— 2Rpcos(V — 9)-+- p« ^ ^ 

C'est de cette expression des fonctions harmoniques que nous 
allons déduire leurs propriétés (*). 

310. Théorème I. — Une fonction v{a^,j'), harmonique dans 
un domaine (£), est développable dans le voisinage de tout point 
intérieur à dt) e/i série de Fourier, en série de polynômes har- 
moniques homogènes, en série de puissances (^). 



(') Les intégrales (4) et (5) sont connues sous le nom d'intégrales de 
Poisson. 

De même que la formule de Cauchy donne, dans un domaine, l'expression d^une 
fonction analytique uniforme, pourvu que Ton connaisse ses valeurs sur la fron- 
tière de ce domaine, de même, grâce à la formule (5), il suffit de connaître sur 
une circonférence de cercle une fonction harmonique à son intérieur pour en 
avoir l'expression dans tout le cercle. 

C'est dire que cette formule résout le problème de Dirichlet dans le cas du 
cercle [cette solution est due à M. Schwarz (/. de Crelle, t. 74 ou Œuvres, 
t. II, p. i85)]. Une formule analogue résout le problème de Dirichlet pour la 
sphère et Thypersphère (Poincarê, A, M., t. II, p. loa). Ajoutons que dans le 
cas de la sphère, la solution du problème de Dirichlet à Taide de développements 
en séries de fonctions sphériques est connue depuis Laplace et Legendre. 

(^) Une fonction harmonique en général dans un domaine est régulière en 
un point de ce domaine, par exemple à l'origine, lorsqu'elle est développable en 
série de polynômes harmoniques homogènes dans le voisinage de ce point. Elle 
est régulière à l'infini lorsqu'elle est développable, à l'extérieur d'un cercle 
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Supposons, comme on peut toujours le faire, qae le domaine CD 
renferme l'origine et occupons-nous du voisinage de ce point. 

I® Soit C une circonférence de rajou R ayant Torigine pour 
centre et intérieure à (D : la fonction v continue sur cette circon- 
férence a, en un point quelconque (a, b) situé à son intérieur, une 
valeur donnée par la formule (5). Décomposons en éléments 
simples la fraction rationnelle écrite sous son signe dMntégration, 
en y regardant la distance p du point (a, b) à l'origine comme la 
variable; il vient 

R«— p» R R 



R»— aRp cos( V ~ (p) -+- p« R — p tf/i*-«pJ R — p «-i(V-^i 



R surpasse p; aussi chaque fraction est développable en série 
insi 



entière en -^ ; on a ainsi 



•pc- 



/ciir_Hp) ^ R " •'•••' H» 



Dans cette identité changeons le signe de i, et portons dans la for- 
mule (5) les développements ainsi obtenus. Les cosinus des mul- 
tiples de l'arc W — <f s'introduisent, et cette formule devient 

v(a,6) = — j I -f-2^cos(V — o)-t-... 



de rayon surfisammcnt grand, en série de polynômes harmoniques homogènes 
relalivcment aux puissances négatives des variables (sourent aussi, on regarde 
uue fonction harmonique comme régulière à Finfini lorsqu'elle se comporte 
ài Texlérieur de ce cercle comme Fexpression a log/'-^^- 6, a et 6 désignant deux 
constantes). 

Le théorème énoncé (les principes d'où il découle ont été posés par Riemann» 
ŒuvrfSf irad. p. ai; c/. aussi Schwarz, OEu^^res, t. II, p. 189) montre qu'une 
fonction harmonique est analytique (variables réelles). 

Cette proposition, jointe à sa réciproque, permet de définir les fonctions har- 
moniques, comme les fonctions analytiques de variables complexes, soit par des 
prt>priétés fonctionnelles (Riemann^, soit par une expression arithmétique 
\ Weierstrass). 

Entîn« M. Painloê a montré que toute fonction harmonique est développable, 
d'une inlînité do manières, en série de polynômes harmoniques, homogènes ou 
non \A. r., iSSS. B„ p. S5 cl na). 
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La série écrite sous le signe d'intégration converge uniformément 
(I**' Partie, p. 12a); on peut donc l'intégrer, terme par terme. 
Posons 

nous obtenons le développement en série de Fourier 

p(a, ^) = ^ R (*i ^®*? *+" Pi sin©) -+-... 

(6) { 
-H ■^(a«cos/Kp-4-PnSin/i<p)-4-... 

valable en tout point (a, b) intérieur au cercle C. 

2® Le terme général de ce développement (*) peut être regardé 

comme un polynôme homogène de degré n en a et 6, en vertu 

des égalités 

a = pcos;p, 6 = psin^, 

(a -h ôt)'*= p'»(cosn«p -+- tsinn^), 
(a — bi)**= p'»(cosnç — f sin/icp): 

d'où l'on déduit, en désignant par Un et (o^ des polynômes harmo- 
niques homogènes de degré n, 

p«cosno = ir„(a, 6), 
p» sin/if = a)/,(a, A). 

La formule (6) devient donc (en faisant rentrer les facteurs R~" 
dans les coefficients dn 6t ^y,), 

(7) «'(«» ^) = 7 H-2(««'ÏA-+- ?«««>«) =/^o-+-2/>«(«, b)] 

« = 1 « = 1 

les polynômes/?,!, homogènes en a et 6, satisfont à l'équation de 
Laplace, comme les polynômes iz^ et co/,^ ils correspondent aux poly- 
nômes appelés polynômes sphériques dans le cas de trois variables 
(P* Partie, p. 196). Notons que le développement (7) converge 



(») On verrait aisément que ce développement est indépendant du rayon R du 
cercle C, en le comparant au développement relatif à un autre cercle de 
rayon R'(R'< R); donc il définit bien la fonction. 
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dans le cercle C et converge uniformément, dans tout cercle de 
rayon moindre (*). . , 

De même, dans le voisinage de tout point (ao, &o) intérieur au 
domaine où la fonction (^ est harmonique, on aura v 

v(a,b) =/?o-f-/)i(a — a^, b — b^) -h . . .-h pn{cb — ^o, b — bo)-^ 

3** Pour justifier la troisième partie du théorème (^), reprenons 
le développement (7). Les termes de même degré en a et 6 y sont 
groupés ensemble de manière à constituer l'élément de la série : 
esl-il permis de modifier arbitrairement Tordre de ces termes, et 
par suite peut-on définir autour de l'origine un domaine dans 
lequel la fonction soit développable en série entière? 

Nous allons prouver que la série (7) converge absolument, en 
ce sens qu'elle reste convergente quand on remplace chaque terme 
des polynômes /?/, par sa valeur absolue; mais tandis que la série 
de polynômes homogènes convergeait àTintérieur du cercle décrit 



(^) Voici le théorème relatif à la convergence du développement d'une fonction 
de variables réelles en série de polynômes homogènes, auquel il a été fait allusion 
à propos du théorème d'Abel (!'• Partie, p. ai6) : 

Quand les modules des termes k^a'^^^b^ (« = i,...,n) des polynômes p^ 
restent inférieurs, en un point (a„ôg), à un nombre fixe L, la série de 
polynômes converge dans le rectangle I a I < I a© I, I ô I < I ô© !• 

En effet, on a alors 

/lai" \ a 1"^' I 6 I I 6 l"\ 

|p.(a.6)|<L(|-| +|-| |3;|+...+ |^| )<(« + .)L»". 

en désignant par w le plus petit des deux quotients — > a" » P**" ^"'^^ ^* ^^^'^ 
converge pour w < i. 

(') On a même prouvé qu^une série dont les termes sont des polynômes homo- 
gènes quelconques de degrés croissants, à plusieurs variables, définit une fonc> 
tion holomorphe {variables complexes) dans le voisinage de Forigine et dès 
lors développable en série entière {variables complexes) j dès que cette série 
de polynômes converge uniformément sur Tensemble des valeurs des variables 
réelles et voisines de zéro, et même dès qu'elle converge uniformément sur des 
ensembles bien moins étendus. Par exemple une série de polynômes à deux 
variables complexes s et u {z = a-i-ia'; u = b -h ib') est holomorphe à l'ori- 
gine, si elle converge uniformément pour les systèmes de valeurs réelles de a 
et b représentant les coordonnées des points d'un arc de courbe (autre qu'une 
droite) passant par l'origine, arc tracé dans le plan réel aob (Dulac, C* 7?.' 
1908, 2» semestre, p. 3o8). 
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de rorîgîne avec R pour rayon, on ne peut affirmer la convergence 
absolue que dans le cercle concentrique de rayon — 

Pour rétablir, remarquons que les coefficients a,, et p„ du poly- 
nôme pn ont une limite supérieure ; représentons-la par L : R", et 
appelons /* la valeur maximum de | a | et | 6 |. La somme des valeurs 

absolues des termes du polynome/?/j sera inférieure à ^(|a [ -f- 1 61)", 

-^ j ; donc la série (7), considérée comme série 

entière en a et b, converge dans le domaine 2r< R, c'est-à-dire 

lorsque |a| et |6j sont chacun inférieurs à — • La convergence 

absolue est donc assurée dans un carré ayant Porigine pour centre, 
dont les côtés sont parallèles aux axes et ont pour longueur R; 
a /0/7/0/7' est-elle certaine dans le cercle décrit de l'origine avec 

le rayon — (*). 

Remarque. — Une fonction harmonique dans tout domaine 
borné est dhe fonction harmonique entière (^). 

311. Nous venons de montrer qu'une fonction harmonique est 
développable en série de polynômes homogènes harmoniques. 
Réciproquement, une série de polynômes harmoniques homo- 

(' ) Le ihéorème de Green relalif à l'espace ayant 3 ou y? dimensions conduit 
à des résultats analogues pour les fonctions de 3 ou /> variables. 

I* Une fonction harmonique dans une sphère (ou hypersphére) de rayon Rayant 
l'origine pour centre est développable en série de polynômes sphériques (ou hyper- 
sphériques) convergente dans cette sphère, et uniformément convergente dans toute 
sphère de rayon plus petit (par suite, elle est régulière à l'origine). Elle est déve- 
loppable en série entière dans une sphère de rayon R(-p — » ) ou R( 1/^- 1 )• 

2* Une fonction harmonique à l'extérieur d'une sphère (et nulle ou ayant une 
valeur bien déterminée à l'infini) est développable en une série de polynômes 
sphériques à indices négatifs, convergente et uniformément convergente dans des 
domaines convenables (par suite elle est régulière à l'infini). 

3" Une fonction harmonique dans la couronne comprise entre deux sphères con- 
centriques admet dans cette couronne un développement analogue à celui de Lau- 
rent : un pareil développement est unique. 

Cf. Appell, a. m., t. IV, p. 319 et 338. — Poincaré, A, M., t. XXII, p. 96 
et io5. — Heihe, Nandàuch der Kugelfuncttonen, 1* édit., t. II, p. 55; 1881. 

(^) De même, dans l'espace, une fonction harmonique dans tout domaine fini, 
et dès lors développable en série multiple entière toujours convergente, est appelée 
fonction harmonique entière. 

F. - IL 16 
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gènes, convergente dans le voisinage de l'origine, 

a(a, b) = tto-f- Mi(a, b) -h... H- ««(a, 6) -4-... 

définit une fonction harmonique dans ce voisinage (*). 

En effet, aux coordonnées cartésiennes (a, b) substituons des 
coordonnées polaires (r, cp) : il vient 

M(a, 6) = u(/', o) = ao-+-''Ui(<p)-H...-+-r'» U/,(ç)-+- 

Appelons U^ le module maximum de U/i((p), quand o varie de o 
à 2ir; soit R le rayon de convergence de la série entière 

wo-H ''Ui H- . . . -h r« U/»-t-. . . , 

ce qui entraîne la convergence de la série u(r, <p) en tout point (r, cp) 
intérieur au cercle décrit de l'origine pour centre avec R comme 
rayon (2). 

On voit aisément que cette série u(r, cp) converge uni/or- 
ménient par rapport à r et à cp dans tout cercle concentrique 
de rayon plus petit; par suite, c'est une fonction continue dans 
ce cercle. 

Cette même série a des dérivées partielles du premier ordre par 
rapport à r et cp; on les obtient en dérivant cette série terme par 
terme. La série £/(a, 6) a donc aussi des dérivées du premier ordre 
par rapport à a et à 6; elles sont représentées par des séries de 
même forme. Cette série a donc des dérivées de tout ordre par 
rapport à a et à 6, et elles sont représentées par des séries de 
même forme : toutes ces séries convergent uniformément. 

Enfin, puisque la série u(a, b) est continue, ainsi que ses 
dérivées, et que les polynômes Ufi{a,b) sont harmoniques, il 
en est de même de la série u(a, b) ('). 



(M Les remarques que nous allons faire relativement à la convergence de cette 
série s'appliquent à une série de polynômes homogènes quelconques. 

(*) Appelons ce cercle cercle de convergence de la série u(a, 6). Une série 
entière de variable complexe diverge à l'extérieur de son cercle de convergence 
(I" Partie, p. iSa) : les séries de polynômes dont nous parlons ici peuvent bien 
entendu converger en dehors de leur cercle de convergence, 

(*) Ces propositions s'étendent à l'espace. Une série convergente à trois variables 
ayant pour éléments des polynômes sphériques définit une fonction uniforme et 
continue soit à l'intérieur d'une sphère décrite de l'origine dite spfière de con- 
vergence, soit à l'extérieur de celte sphère, soit dans la région entre deux de ces 
sphères, suivant que ces polynômes sont homogènes par rapport aux puissances 
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Bientôt nous appliquerons ces remarques aux séries 

go 

i'(r, 0) = ^ -t-^[r^(tt/«cos/i<p-l- Pqsin/i?)], 

n = l 

et à ces séries mises sous la forme 

séries que nous avons considérées plus haut. Le rayon R de leur 
cercle de convergence sera le plus petit des nombres / et /', en 
désignant par ( — /, /), ( — /', /') les intervalles dans lesquels con- 
vergent respectivement les séries entières ^^a^r", T]p/i/*". 

312. Théorème IL — Une fonction harmonique dans tout le 
plan, dont le module reste limité, est une constante (*). 



positives des variables, par rapport aux puissances Dégalives, ou enfin ]es uns par 
rapport aux puissances positives ei les autres par rapport aux puissances néga- 
tives. Dans ces mômes domaines, la série admet des dérivées partielles de tous 
les ordres et satisfait à l'équation de Laplace {cf. Appell, A, M., t. IV, p. 3i6). 

De plus, quand une série ayant pour éléments des fonctions harmoniques ù 
l'intérieur d'un domaine fermé CO et continues sur la frontière de (Q converge 
uniformément sur cette frontière : i* elle converge uniformément dans tout 
domaine CO' intérieur à (0 et sans point commun avec sa frontière; a» les 
séries formées par les dérivées partielles de ses termes convergent uniformément 
dans (D'; elles représentent les dérivées de la série et satisfont à l'équation de 
Laplace (c/. n«" Î33, 314 et Painlevé, A. T,, 1888, B., p. i4). 

(*) Ce théorème est une conséquence immédiate de celui de Cauchy-Liouville 

(P- 92). 

En effet, soit Vi la fonction complémentaire de v. Si j (^ | ne dépasse pas un 
nombre fixe, e^'-^'^'t est une fonction de z dont le module est limité, par suite elle 
est constante; dès lors v est aussi constant. 

La démonstration du texte due à M. Picard (C B,, 1880, i*' semestre, p. 601) 
s'applique aux fonctions de trois variables : ce géomètre a prouvé qu'en dehors 
des nombres constants, il n'y a pas de fonction harmonique régulière dans toute 
portion finie de Pespace et dont le module soit limité (c/. aussi, Poincaré, Potentiet 
newtonien, p. 210; A. M., t. XXII, p. 110). 

On en conclut qu'une fonction harmonique entière à p variables, p fois 
périodique, est constante. 

En effet l'espace à p dimensions peut alors être divisé en une infinité de pris- 
matoïdes des périodes formant un assemblage à la Bravais, à Tinlérieur desquels 
la fonction reprend la même valeur. 
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En effet, soient i'(j:, y) cette fonction et L une limite supérieure 
de son module. La différence entre les valeurs de v en un point 
arbitraire {x^y\ r, ç) et à l'origine a pour expression, d'après la 
formule (5), 



,i« 



X / N i r Rcos(V-«p)-r .^,. 

^(^> J^) — «'(O, O) = / a/Tr^T 5 —-y- r -(W. 

^ ''^' ^ ' ' 211^^ R«— -2rRcos(V — <p)-Hr* 

La valeur absolue de ce second membre ne peut qu'augmenter si 
Ton remplace, sous le signe d*intégration, le numérateur par un 
nombre 2rL(R + /*) jamais inférieur à son module maximum, et 
le dénominateur par son minimum (R — r)*. On a donc 

t / \ / M ^ arL(R-hr) 
I «'(a?,^) - «'(o, o) I < ^^_^-^ • 

Cette inégalité est satisfaite pour toutes les valeurs de R et r(r<; R), 
et son second membre tend vers zéro avec R""* ; donc la fonction 
a même valeur en un point arbitraire (a:, y^ et à l'origine : c'est 
bien une constante. 



313. Théorème IIL — Une fonction^ harmonique dans un 
domaine (£) à connexion simple ou multiple, ne peut avoir de 
maximum ni de minimum à /'intérieur de ce domaine. 

En effet, soit (a, b) un point où la fonction considérée v{x^y) 
est par exemple maximum. Si ce point est intérieur à (ô, on 
peut développer v{x^y) en une série de polynômes harmoniques 
homQgènes par rapport aux puissances de x — a et y — 6, ce 

qui donne 

v{x, y) — Po(a, b) -h pi{x — a, y — b) -h , . , 

-^Pn{^ — a,y — b)-^ 

La fonction v étant maximum au point (a, 6), le polynôme /?i 
s'annule identiquement; quelques-uns des polynômes /?2, /?3, ... 
peuvent aussi être nuls : soit pn le polynôme de degré moindre 
différent de zéro. L'introduction des coordonnées polaires (/',?) 
le met sous la forme r''(art cos/icp + p,, sin/iy), et par suite montre 
qu'il est impossible de prendre r assez petit pour que/?,, garde un 
signe constant quel que soitcp. Donc, si le point (a, i) est intérieur 
à cO, la différence p(a:, y) — />(«, b) change de signe dans le voi- 
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sinage de (a, b) et dès lors la fonction n^est pas maximum en ce 
point (♦). 

Corollaire, — Quand une fonction harmonique dans un domaine 
limité (ô reste encore continue sur sa frontière C, elle atteint 
effectivement un maximum et un minimum sur G, puisqu'elle 
a dans ce cas un maximum et un minimum dans CO ou sur C 
(P® Partie, p. 44)* P^i* suite, si elle n'est pas constante dans (D, 
elle a en tout point de (î) une valeur comprise entre sa plus grande 
et sa plus petite valeur sur C (^). 

En particulier, elle est positive dans tout le domaine (D, si elle 
est positive sur C; si elle est nulle (ou constante) sur G, elle est 
nulle (ou constante) dans (£). 

Nous supposons essentiellement le domaine (B borné; car, par 
exemple, une fonction harmonique peut être constante sur la 
frontière d'un domaine illimité sans être constante dans ce 
domaine, au moins si elle ne reste pas^î/itie à l'infini (^). 



(') De même, dans l'espace ou l'hyperespace, une fonction harmonique dans 
un domaine (D ne peut atteindre son maximum ou son minimum à Viniérieur 
de CD. 

Green a donné de cette proposition une autre démonstration simple qui repose 
sur le théorème de la moyenne de Gauss (p. 234, note). 

Pour le plan, cf. Riemann, Œuvres, irad. p. a6. — Schwarz, Œuvres, t. II, 
p. aou. — Nkumann, m. A., t. III, p. 34o et 43o. — Harnack, Grundlagen, p. 48. 
Pour l'espace, cf. Gaubs, Œuvres, t. V, p. 228. — Poincarê, Potentiel newto- 
nien, p. i35. 

Plus généralement, étant données les valeurs extrêmes L et L', sur la frontière 
deOO, d'une fonction harmonique dans (Jd, on peut trouver, pour la différence des 
valeurs qu'elle prend en deux points donnés situés à l'intérieur de (î), une limite 
supérieure qui est une fraction déterminée de L — L'. 

{}) Une fonction harmonique dans le domaine (£), extérieur à une courbe 
fermée G ne peut avoir de maximum ou de minimum que sur C ou à l'infini. 
Si la fonction est nulle à l'infini, on démontre que cette valeur zéro n'est ni maxi- 
mum, ni minimum; par suite la fonction a ses valeurs extrêmes sur C. En parti- 
culier, si elle est nulle à rinfini et constante sur G, elle est nulle dans CQ.. Cf. 
Harnack, Grundlagen, etc., p. 48. 

(^) Cf. Gauss, Œuvres, t. V, p. 224. Dans l'espace, si une fonction harmo- 
nique dans un domaine C£) limité par une surface fermée S (ou harmonique 
dans le domaine CD^ extérieur à S et nulle à l'infini) est nulle sur S, elle est 
nulle dans (£) (ou dans (j^,). 

Nous venons de voir (p. 243) qu'une fonction harmonique dans tout l'espace 
et nulle à l'infini est identiquement nulle : dès lors, le domaine dans lequel une 
fonction est harmonique a une frontière. 
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Théorème IV. — Le problème de Dirichlet intérieur n'a 
qu'une solution. 

En effet, s'il existait deux fonctions harmoniques dan s un domaine 
limité CD et prenant sur sa frontière C la même suite continue de 
valeurs (<), leur différence, harmonique dans C0, serait nulle en 
tous les points de G. Ceci est impossible, en vertu du dernier 
corollaire, à moins que les fonctions ne coïncident dans tout le 
domaine (© (^), 



(^) Le théorème reste vrai lorsque la fonction harmonique cesse de tendre 
vers une valeur déterminée en des points isolés de C (la suite des valeurs 
données restant forcément continue le long de toute portion de C qui ne ren- 
ferme aucun de ces points singuliers, p. 60)^ pourvu que dans leur voisinage 
son module reste inférieur à un nombre fixe. Cf. Harnack, Grundlagen, etc., 
p. i3j. — J. RiEMANN, A. E. A., 1888, p. 352 et 4o8. — Picard, Analyse, t. II, 
p. 45. 

(') Le même raisonnement montre qu'il existe une seule fonction u qui, dans 
un domaine (D, satisfait à l'équation Au + Aru = o et prend sur sa frontière 
des valeurs données, lorsque k est une constante négative {r}oir la note p. Sa). 

Que peut-on affirmer, dans le cas général, relativement à une équation linéaire 
aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes du type (1), 
p. 5o. 

10 Considérons une région du plan où l'équation est du type elliptique, et sup- 
posons qu'on ait démontré l'existence d'une solution uniforme et continue, ainsi 
que ses dérivées premières, dans un domaine fermé (JO, et prenant sur sa fron- 
tière C des valeurs données. 

Cette solution est unique, soit lorsque le^ points du contour fermé C s'éloignent 
suffisamment peu d'un point intérieur (Picard, /. M., i8go, p. i5o), soit même 
lorsque C enveloppe une aire suffisamment petite (Picard, /. Af., 1896, p. 296), 
soit enfin lorsque dans (î) le produit af n'est jamais positif (Picard, /. E. P., 
1890, p. 97). 

Dans ce dernier Mémoire, M. Picard suppose analytiques les coefficients a, 
àf ...,/; mais M. Paraf {A. T., 189a, H., p. 49) a montré simplement qu'il 
suffit de les supposer continus. (Pour le cas de trois variables, cf. Le Roy, 
A. E. N., 1897, p. 889.) 

Les deux premiers théorèmes de M. Picard s'étendent d'eux-mêmes aux équa- 
tions à plus de deux variables {cf. aussi Zaremba, B. S. M., 1896, p. 19). 

î" Considérons une région où l'équation est du type hyperbolique ; prenons-la 
sous la forme (2), p. 5i. Le problème analogue à celui de Dirichlet consiste 
à chercher, avec Riemann, une intégrale u de cette équation, continue ainsi que 

ses dérivées partielles du premier ordre, qui prenne, ainsi que sa dérivée -5—» 

des valeurs données sur un arc de courbe AB ( et non plus sur une courbe fermée). 
Cette intégrale est complètement définie par ces valeurs, dans le rectangle de côtés 
parallèles aux axes et ayant A et B pouc sommets opposés, pourvu que l'arc AB 
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Corollaire. — La résolulion du problème de Dirichlet avaît 
appris qu'il existe une fonction harmonique prenant telle suite 
continue de valeurs que Ton veut sur la frontière de tout domaine 
donné. Ici, nous voyons qu'une fonction harmonique est complè- 
tement déterminée par ces valeurs limites (*). 



soit rencontré une fois au plus par des parallèles aux axes (Picard, /. M,, 1890, 
p. 166; B. D.y 1899, P- '5o- — Darboux, Surfacesy t. Il, p. 75). 

De même, les valeurs d'une intégrale de l'équation (2) sur un segment OA de 
Taxe des x el sur un segment OB de l'axe des y définissent complètement cette 
intégrale dans le rectangle construit sur OA et sur OB. 

Dans le cas de trois variables, on peut avoir des théorèmes analogues. Par 
exemple une intégrale de l'équation 

d^u d^u d^u _ 
ôx^ dy"^ dz^ ~ 

est déterminée par les valeurs de u et de -7^ sur un cercle F du plan z = y» 

à l'intérieur des deux cônes de révolution passant par la circonférence V et ayant 
leurs génératrices parallèles à celles du cône x^-\-y'^— z^= o. 

Passons aux équations non linéaires du type A« = F(a?, y, a). M. Picard 
a montré que, si dans un domaine (D la fonction F est bien déterminée, finie, 
positive et croissante avec I^, il n'y a qu'une seule intégrale continue ainsi que 
ses dérivées dans (D et prenant sur G une suite donnée de valeurs, pourvu que G 
soit suffisamment petit. (/. M,, 1890, p. 173. Cf. aussi Le Roy, A. E, N., 1897, 

P- 399- ) 

Voici donc plusieurs cas où, tout en laissant de côté le point de vue de la 
théorie des fonctions analytiques, Pintégrale d'une équation est défînie par cer- 
taines conditions initiales dans des domaines bien déterminés. 

(*) Une fonction harmonique, au sens le plus étroit (et c'est en ce sens 
qu'il faut entendre les théorèmes qui précèdent), est régulière dans tout son 
domaine d'existence; par suite, elle est régulière à l'infini quand ce domaine 
est illimité. 

Mais on peut aussi regarder comme harmonique une fonction qui jouit en 
général des propriétés énoncées. Alors une fonction harmonique dans un domaine 
illimité peut avoir à l'infini une valeur finie, ou bien devenir infinie soit comme 
le potentiel logarithmique, soit comme une puissance finie ou infinie de r. Dans 
le cas du problème de Dirichlet extérieur, une fonction harmonique n'est déter- 
minée par ses valeurs limites sur G que si des hypothèses sur la nature de la 
fonction à l'infini permettent d'en déduire sa valeur à l'infini. 

Ainsi une fonction harmonique qui doit rester finie à l'infini a une valeur 
à l'infini qui dépend de ses valeurs sur G : par suite, le raisonnement du texte 
montre qu'elle est déterminée par ces valeurs, puisqu'une fonction harmonique, 
nulle à l'infini et nulle sur G, est nulle dans (D^ (note, p. 245). Le problème 
extérieur ainsi entendu a une solution unique. Gomme conséquence, étant donnée 
sur G une suite continue de valeurs, une fonction harmonique, nulle à l'infini, 
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314. Théorèmes d^Harnack (*). — Ce sont deux propositions 
qui jouent, dans ia théorie des fonctions harmoniques, le rôle des 
théorèmes d'Abel dans Tétude des séries entières. 

I. Une série ^/ = «o H- «i -h • • • + W/, -|- . . . , dont les éléments 
sont des fonctions harmoniques positives en tout point inté- 
rieur à un domaine (0 d'un seul tenant, converge dans ce 
domaine, converge uniformément dans tout domaine intérieur 
et y représente une fonction harmonique, dès qu'elle converge 
en un point A intérieur à (0; les séries dérivées jouissent des 
mêmes propriétés. 

Pour rapprocher la démonstration de cette proposition de celle 
du théorème d'Abel (I'^'' Partie, p. i33), nous prouverons d'abord 
que si la série donnée u converge au point A, elle converge uni- 
formément dans tout cercle V intérieur à une circonférence con- 
centrique arbitraire F passant par A et intérieure au domaine (£). 

Soit M un point arbitraire intérieur à F'; supposons l'origine 
des coordonnées au centre O de F' et appliquons à chaque élé- 
ment Un la formule de Poisson (p. 287) 



(4) 






en prenant pour contour d'intégration une circonférence C con- 
centrique à F, intérieure à Cô, et dont le rayon R surpasse celui 



ne peu prendre sur C que des valeurs égales, à une constante près, à cette 
suite. 

De même, une fonction harmonique u, telle que la différence u — mlog/-] 

ait une valeur finie à l'infini, est déterminée, à une constante additive près, par 
ses valeurs limites sur C (c/. Hârnagk, Grundlagen, etc., p. 79). 

(') Berichte der sàcksischen G. der W., 1886 {M. A,, t. XXXV, p. 23); 
Grundlagen, etc., p. 66. Le second théorème semble avoir été énoncé d'abord 
par M. Vollerra {Annali di M., 1882, p. 5q). 

Cf. aussi Painlevk, A. T., 1888, B., p. i5. — Poincaré, American Journal, 
1890, p. 219; Potentiel newtonien, p. 276, etc. 

On conclut du théorème d'Harnack que l'on sait résoudre le problème de 
Dirichlet dans le cas le plus général, dès qu'on sait le résoudre dans le cas où 
la fonction cherchée prend sur la frontière C les mômes valeurs qu'un polynôme 
donné : c'est le point de départ de la méthode dite du balayage. 

M. Le Hoy a généralisé les théorèmes d'Harnack {A. E, N., 1897, p. 4 18). 
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.de r : ceci est permis, car les fondions Un harmoniques dans (0 
sont continues sur C. Chaque terme i/,i(M) est ainsi représenté 
par une intégrale à éléments tous positifs, puisque la fonction Un 
est positive en tous les points P de G; dès lors, MP étant compris 
entre R — OM et R + OM, on déduit de la relation (4) des limites 
supérieure et inférieure de «/«(M) et l'on a 



R — OM 
R -h OM 






Formons les inégalités analogues relatives à iin{A), La combi* 
naison des résultats donne 

et par suite, tant que le point M ne sort pas du cercle F' de 
rayon R', 

Dès lors, la série à termes positifs m (M) co/i^*e/-^e uniformément 
dans r', puisqu'elle a ses éléments inférieurs, à un (acteur numé- 
rique près, à ceux de la série convergente à termes positifs w(A) 
(I** Partie, p. 122). 

On conclu t de là que cetle série est harmonique dans F'. En effet, 
soit P un point arbitraire d'une circonférence F" concentrique à F', 
de rayon moindre R" et renfermant le point M à son intérieur. 
Puisque la série u converge uniformément sur F", on peut Fin- 
tégrer terme par terme le long de cette circonférence, après en 

1 • 1- 1 M. I r 1 ' R'« — ÔM* , 
avoir multiplie les éléments par Je tacteur borne ^zir^as 

21îR'j\lP 

(P désigne un point variable de F"). Les intégrales que cette 
opération introduit peuvent être remplacées, d'après la for- 
mule (4), respectivement par «/o(M), m, (M), ..., ^«(M), ..., 
puisque les fonctions Uq, W|, . . . , Un, . . . sont harmoniques. On a 
donc 



X. 



u{P)ds = m(M), 



1% 2 7cR*MP* 
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ce qui prouve (p. 288 et 242) que la fonction m(M) est harmo- 
nique à l'intérieur de F'. 

Le théorème étant démontré pour le cercle F', on l'étend à tout 
le domaine CD, puisqu'une chaîne formée d'un nombre fini de 
cercles se coupant deux à deux permet de passer du point ini- 
tial A à un point quelconque situé à l'intérieur de (D (n^* 316). 

IL Soient Uq^ u^^ , ., , u,i^ ••- des fonctions harmoniques dans 
un domaine (£), qui sur sa frontière C tendent vers des valeurs 
bien déterminées Uq, W|, ..., m,i, ... (au sens donné I*"* Partie, 
p. 279), telles que la série ^ Un com^erge uniformément sur C : 
alors la série 2"« converge uniformément dans (D, elle est 
harmonique dans (D, sa somme u tend sur C vers une valeur 
bien déterminée qui n'est autre que la somme u de la 
série ^Un» 

En eOet, posons 

u = Sn-h rn= (uo -h . . .-+- Un-i) -H ( a«-4-. . . )» rnp= r„—r„+p\ 

u = Sn-^ rn = (uo-^...^ Un-i) -h ("„-{-. . .)» ''»/»= ''»— ''/H-p- 

En vertu de la convergence uniforme sur G de la série w, on peut 
choisir n assez grand pour que l'on ait, sur tout le contour C, quel 
que soit l'entier positif/?, 

I Trtp I < £, 

£ étant un nombre positif pris arbitrairement. Du reste, d'après les 
propriétés des fonctions harmoniques (p. 244)? la somme r„p^ 
composée d'un nombre fini de fonctions harmoniques, a à l'in- 
térieur de (D un module inférieur au maximum du module de sa 
limite r„p sur le contour C, et par suite à e. C'est dire que la 
série u converge uniformément dans CD. 

Elle est harmonique dans (D, d'après le raisonnement employé 
au théorème précédent. 

Enfin, désignons par t un point quelconque de G. On peut 
entourer ce point d'un cercle y assez petit pour que l'on ait, en 
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tout point M de (î) intérieur à y, 

|5n(M)-7«(0l<6, 

puisque la fonction continue Sn(M) a pour limite s,i(t) au point t. 
On a donc, dans le voisinage de ^, en vertu de la convergence 
uniforme des séries u et e/, 

I M(M) - ïï(0 I = I [*n(M) - 5„(0] -H r„- ?„ I < 3e, 

ce qui justifie la troisième partie du théorème. 

315. Nous utiliserons bientôt, dans la théorie de la représen- 
tation conforme, une fonction dite /onction de Green relative 
à un domaine fermé à connexion simple ou multiple (D et à un 
pôle (^o^o) intérieur à CD. On entend par là une fonction s'an- 
nulanl sur la frontière C de (0, et partout harmonique dansGd 
sauf au pôle (^oi^o)> où elle devient infinie comme logr"* 
(/• désigne la distance du pôle à un point arbitraire x^y de Ct)). 
Nous la représenterons par ^(^,^; ^07^0)- 

A tout domaine (D correspond une fonction de Green. — En 
effet, en résolvant le problème de Dirichlet, on apprend à former 
une fonction u(x, y) harmonique dans CD et prenant sur C telles 
valeurs que l'on veut, par exemple les valeurs logr"*, et, par suite, 
à former la fonction log/*~* — "(^j^)? qui jouit des propriétés 
énoncées (*). 

Cette fonction est unique. — Car la différence de deux fonc- 
tions de Green, relatives au même domaine et au même pôle, 
serait identiquement nulle. 

Elle est positive à Vintérieur de (ô. — En effet, la fonction 
de Green est harmonique dans le domaine limité par le contour C 



(*) Dans l'espace, la fonction de Green a pour expression /— *— u{Xy y^z). 

Celle dernière fonction a été introduite par Green {Essay on the applica- 
tion, etc., i8a8), tandis que celle relative au plan a été considérée par Riemann. 
C'est aussi lliemann qui a donné à ces fonctions le nom de Green. 

La fonction de Green relative au domaine extérieur à C a une définition 
analogue. 
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et une petite circonférence y entourant le pôle {XoO''o)j ^^ ^"^ «si 
continue dans ce domaine y^r/ne; elle est nulle sur C, et elle est 
positive sur y, si y & un rayon suffisamment petit. Donc en tout 
point (-v^y) du domaine ayant pour frontière (C, y)? et par 
suite en tout point intérieur à (£) sauf au pôle, elle a aussi une 
valeur positive (*). 

Réciproquement, quand on sait former la fonction de Green, on 
peut résoudre le problème de Dirîchlet. 

En effet, soit g(:x^jy] ^0*^0) la fonction de Green relative au 
domaine (0 et à un pôle arbitraire (^o>>'o); appelons v{x,y) 
la fonction qui résout le problème de Dirichlet dont on s'occupe, 
fonction qu'il s'agit de déterminer par ses valeurs limites sur C. 

Les deux fonctions g + logr et i^ sont harmoniques dans tout 
le domaine (j£), y compris le pôle-, par suite, en vertu de la for- 
mule (1) (p. 282), on a (2) 

La fonction g est nulle sur C; aussi, la combinaison de cette 
formule et de la relation (3) (p. 234) donne l'égalité 

'y.T^J^ dn 
qui résout le problème de Dirichlet. 



(•) La fonclion de Green g garde la même valeur, lorsqu'on échange entre 
elles les coordonnées (a^o'^o) ^iu pôle et celles du point variable de (Ô dont g 
dépend; ainsi l'on a 

(on suppose les points x^^y^ et j?, y intérieurs à (D). 

La démonstration de cet important théorème, énoncé par Green et établi 
par Biemann, repose sur la formule de (u-een (p. a3i). 

C/. Riemann-Hattendorf, Schnere, Elektricitàt und Magnetismus, 1876. — 
Harnack, Grundlagen, etc., p. 72. — Poincark, Potentiel newtonien, p. \h\ 
et 16',. — J. RiEMANN, A. E. N., iS88, p. 4oi. — Paraf, ^. T., 1892, H., p. 3i. 

Relativement à l'existence des valeurs limites des dérivées partielles de^surC, 

cf. LiAPOuxoFP, J. M., 1898, p. 307. 

dç dff 
(') Ces calculs supposent, avons-nous dit, que -y- et ~ vérifient sur C cer- 
taines conditions; elles sont certainement satisfaites si les fonctions i' et ^ sont 
harmoniques un peu au delà de C. 
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Ainsi le problème de Green et celui de Dirichlet sont équi- 
valents ( * ) ; toutefois, en changeant la forme de l'énoncé de l'un de 
ces problèmes, on en facilite parfois la solution ('). 

316. La théorie du prolongement analytique, exposée au 
Chapitre V, s'applique presque sans modification aux fonctions 
harmoniques. 

Considérons une fonction de deux variables, uniforme et con- 
tinue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres, 
et vérifiant l'équation de Laplace dans le voisinage d'un 
point (aroj^o)- ^^ P®"^ regarder cette fonction comme définie 
soit par les valeurs qu'elle prend le long d'un contour fermé arbi- 
traire entourant ce point (p. 246)» soit par une série de polynômes 
harmoniques homogènes ou une série convenable de puissances; 
dans tous les cas, elle est représentable par une série de l'un ou 
l'autre de ces types. 

Désignons par ïo(^j y \ ^oi yo) celte série ou élément de /onc- 
tion, et par (£)o sa région de convergence. Une transformation 
linéaire permet de substituer à cet élément, dans le voisinage de 
tout point (Xi^y^) intérieur à CDo» une autre série de même 
type 9t{x, y\Xijyi)^ convergente dans un certain domaine (©i. 
Les séries $0 et $1 ont même valeur dans la région commune aux 
domaines Côo et (Di ; si le domaine côi sort de (ô©, on peut regarder 
la fonction définie dans (0| par la série $1 comme prolongeant 
hors de 8 la fonction définie dans CDq par la série ÇIq, et définie 
dans 5 à la fois par $© et ^, . 

De la série 9^ on déduira de même des séries $2, $3, ... ; de là 
une chaîne de séries qui définit et représente, dans un domaine 



(') Cette proposition est due à Riemann. 

Non seulement on peut trouver la fonction de Green relative à tout domaine 
pour lequel on sait résoudre le problème de Dirichlet, mais le problème de 
Dirichlet étant résolu pour les domaines limités par un nombre fini de segments 
rectilignes, Harnack est parvenu à former la fonction de Green, relative à un 
domaine quelconque (Grundlagen, etc., p. 71). 

(') Sur la fonction de Green relative au rectangle, cf. Harnack, Grund- 
lagen, p. 97 ; relative au parallélépipède rectangle, cf. Riemann-Hattendorff, 
Schwere, etc., p. 84; relative à certains polyèdres, c/. xVppell, A, M., t. VIII,. 
p. 275 et RiQUiER, Tkèse, 1886, p. 94. 
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d'uD seul tenant pouvant se recouvrir plusieurs fois, une fonction 
uniforme ou multiforme^ jouissant en tous ses points des mêmes 
propriétés que son élément initial et telle qu'un élément de la 
chaîne suffise à faire connaître tous les autres. C'est cette fonc- 
tion que Weierstrass appelle /b/ic^to/i harmonique. 

La définition par prolongement conduit à s'occuper des obstacles 
au prolongement, par suite, à étudier les points singuliers, les 
lignes singulières ou coupures, les espaces lacunaires (*). Qu'il 
s'agisse d'une fonction analytique de variable complexe ou d'une 
fonction harmonique, les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'elle soit prolongeable au delà d'une coupure quelconque 
(I" Partie, p. 317), d'une coupure analytique (p. io4) sont les 
mêmes (^); les fonctions harmoniques étant analytiques (variables 
réelles), les théorèmes de MM. Picard et Goursat (I*^*^ Partie, p. 820, 
note 2) leur sont applicables. Par exemple, deux fonctions harmo- 
niques, définies des deux côtés c et c d'un arc de courbe C, se pro- 



(*) Un point singulier pour une fonction harmonique est un point où elle cesse 
d'être régulière (p. 287 et 229). Il existe toujours de pareils points, car une 
fonction harmonique régulière dans tout le plan (y compris le point <x>) est une 
constante (p. 243). 

Un point singulier {a,b) est un pôle pour une fonction harmonique uni- 
forme u{Xf y) quand on peut trouver des polynômes homogènes /?j, ..., /?^ en 
nombre limité tels que la différence 

w(^» r) — PÀ — - — » z) —'•'—Pn( — - — ' — — r) 

^ "^ ' ^^\x — ay — b] ^'*\x — ay—bj 

soit régulière au point {a^b). Dans le cas contraire, le point singulier est essentiel. 
Si ce point essentiel est isolé, on peut trouver une série de polynômes homogènes 
tels que la différence 

"(^ï y)— Pli ^ — > — ^—r) —'-' — Pni ^ » — ^—t) —"• 

^^\x — a y — bj ^"\x — a y—bj 

soit régulière au point (a, ô). 

(2) En particulier, le prolongement par symétrie des fonctions harmoniques 
s'effectue comme celui des fonctions analytiques (p. 101). Ainsi une fonction, 
harmonique dans une aire et prenant, sur un arc régulier C de ligne analytique 
appartenant à sa frontière, des valeurs représentées par une fonction analytique 
du paramètre qui sert à définir les points de C, peut être prolongée au delà de C. 

Quand la courbe C est formée de plusieurs arcs réguliers c, c', ... de lignes 
analytiques, le prolongement est possible au delà de tous les points de G, sauf en 
général autour des sommets, c'est-à-dire des points communs aux lignes c, c', . . .. 
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longent analjtiqiiemenl Tune Taulre, lorsqu'elles ont même valeur 
sur C et que leurs dérivées normales, prises respectivement des 
côtés c et Cj sont égales et de signes contraires le long de C. Une 
fonction harmonique, affectée de n singularités (sans point com- 
mun entre elles), est la somme de n fonctions n'ayant chacune 
qu'une singularité (p. 119). Le théorème de M. Mittag-Leffler 
(p. 201) s'étend aux fonctions harmoniques uniformes, etc. (*). 

Cette théorie du prolongement est applicable aux fonctions 
de 3 et de/? variables (2). Quand ces fonctions sont multiformes, 
l'échange de leurs déterminations s'obtient en faisant décrire à la 
variable des courbes fermées entourant certaines lignes singu- 
lières ou de branchement, qui dans l'espace jouent le même rôle 
que les points critiques dans le plan ('). 

On est ainsi amené à considérer des fonctions harmoniques 
algébriques : celles de trois variables sont des fonctions définies 
dans tout l'espace et n'ayant qu'un nombre fini de pôles ou de 
lignes de branchement, ces dernières étant de degré de multi- 



(») C/. Painlkvk, a. T,, 1888, C, p. 75, 129, etc. — Stahl, /. de Crelle, t. 79, 
p. 265. — Bruns, J. de Crelle, t. 81, p. 349. — Appell, A, M., l. IV, p. 325 
et t. VIII, p. 265; /. M,, 1887, p. 1. — Picard, Analyse, t. II, p. 52 et 269. 

(*) Par exemple, M. Appell (loccit.) a étudié les fonctions harmoniques uni- 
formes à trois variables qui ont trois groupes de périodes simultanées. 

( ') Gomme exemple simple de fonction multiforme de trois variables, M. Appell 
(Af. A., t. XXX, p. t55) considère l'expression 



u{x,y,z) : 



^/{x - OLr-^ {y - ?)=-4- {z --^Y 
yj\x - <x,f-\- {y- p,)^-h {z - r,)2 



Quand les constantes a, a^ a, a,, . . ., y, sont réelles, elle représente une fonction 
uniforme, ayant comme pôles les points (a, p, y)» (*i»PpTi)- Quand les con- 
stantes a et ^1, oc et aj, ... ont des valeurs imaginaires conjuguées, elle définit 
une fonction réelle multiforme, dont les déterminations s'échangent lorsqu'on 
décrit un contour fermé traversant l'aire du cercle 



'a — a'-t- ia'\ 
P=P'+iP'), 
Y = Y'-f. jyV 



{X — a')»-f- {^y - p')=-+- (-3 - iy- («'=-+- p'^-t- Y'') = 
a''( X - a') H- P'Cy - p') + y'C^ - r') = o 

et entourant sa circonférence : cette circonférence est une ligne singulière. 
Cf. aussi SoMMERFELD, Proceedings of the London, M, S., 1896-1897, p. 395. 
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plicité fini. Pour séparer leurs diverses déterminations, on peut, 
par analogie avec les feuillets plans de Riemann, considérer un 
espace riemannien dans lequel elles seront uniformes et continues; 
cet espace sera formé par plusieurs espaces distincts, tels que Ton 
passe de l'un à Tautre suivant des lois définies (*). 

§ IL — Les fonctions harmoniques et les fonctions analytiques. 

Dès rintroduclion, le lien entre les fonctions harmoniques de 
deux variables réelles et les fonctions analytiques d'une variable 
complexe a été mis en évidence : à une fonction harmonique 
dans un domaine CD simplement connexe, il suffit d'associer par 
le symbole i la fonction harmonique complémentaire pour obtenir 
une fonction /(z) analytique dans (© (1'* Partie, p. 5i). 

Cette proposition montre l'importance du rôle que joue le pro- 
blème de Dirichlet dans la Théorie des fonctions analytiques : 
en particulier, sa résolution apprend que l'on peut choisir 
arbitrairement les valeurs de la partie réelle de f{z) sur la 
frontière de (0 (p. Sp), et que cette suite de valeurs détermine 
complètement la fonction f{z) dans tout le domaine (D, si l'on se 
donne de plus sa valeur en un point intérieur à CD (p. 246 et 
P« Partie, p. 5i). 

Ici, nous reviendrons seulement, en nous plaçant au point de 
vue de Riemann, sur la possibilité du développement des fonc- 
tions analeptiques en série de Taylor. 

317. Théorème I. — U association par le symbole i de deux 
fonctions u(a:,y), ^^{^yy) harmoniques dans le voisinage de 
l'origine et complémentaires donne une fonction développable 
en série sui\?ant les puissances de x '\- iy. 

En effet, développons d'abord, en série de polynômes homo- 
gènes, chacune des fonctions u et ç (p. 289); on a, en désignant 



(') Par exemple, soit une fonction algébrique à n branches. Prenons n exem- 
plaires de l'espace ordinaire; marquons sur chacun d'eux les lignes de bran- 
chement et tendons des membranes entre ces lignes. L^espace de Riemann, relatif 
à la fonction considérée, s'obtient en coupant chaque exemplaire de Tespacc le 
long de ces membranes, et en les croisant de façon que l'échange des espaces se 
fasse dans des conditions convenables {cf. Somherfeld, toc» cit., p. 397). 
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par oLny ^n, S;,) S/i des nombres définis plus haut dépendant des 
valeurs des fonctions u et ç sur une circonférence entourant l'ori- 
gine, 

Les fonctions u et (^ étant complémentaires, la première des 
équations de Cauchy-Riemann donne 

puisqu'il suffit, pour dériver les séries u et p, de les dériver terme 
par terme (p. 24^). 

Les polynômes tz^ et iOn sont aussi complémentaires; par suite, 
la dernière égalité peut s'écrire 

ce qui montre que les coefficients a,! et ^„ sont respectivement 
égaux à 6/1 et — S,,. Donc, si l'on pose 

««— »Prt= ï«, r(cos(p -+- 1 siiiç) = jr -f- 1> = -» 
il vient bien 

puisque l'on a 

^ iCrt(a7, j^) = r«cos/i(p, a>/i(a-, ^) = rnsinno. 

318. Théorème II. — Réciproquement, une série entière 
convergente à l'origine 

peut être mise y dans le voisinage de l'origine, sous la 
forme u{x^y)-\- iv{x^y)^ u et if désignant des fonctions 
harmoniques dans le voisinage de l'origine et complémen- 
taires. 

En efifet, soit 

Y„= a„-t- i^nj 5 = ar -M> = r(cos<p ■+■ î sino). 
K. — II. 17 
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On a, pour les valeurs de r inférieures à un nombre fixe, 

^ïi^z) =\^r»(a„cos/i(p — p,, sin/icp) -h i \^ r» ( p,» cos /i(p -HaaSin/np). 

Par suite, si Ton pose (p. aSg) 

r^cos/Kp = 11^(3?, ^), r'»sin/icp = a);,(ar, ^), 
il vient 

en désignant par u et (^ des séries absolument et uniformément 
convergentes dans le voisinage de l'origine (p. 242). 

Pour dériver ces séries, il suffit de les dériver terme par terme; 
dès lors, comme les polynômes i^n et (O;, sont harmoniques com- 
plémentaires, il en est de même des fonctions u et v. 

319. Ajoutons quelques considérations sur les fonctions ana- 
lytiques de plusieurs variables complexes, lorsqu'on les regarde 
comme définies par des équations aux dérivées partielles. 

Soient a?! , . . . , Xn^ y\^ "—t yn des variables réelles en nombre 
pair, u et r des fonctions de ces variables, continues ainsi que 
leurs dérivées partielles du premier ordre à l'intérieur d'un 
domaine (D. Associons par le symbole i les variables Xk et y^ de 
même indice, ainsi que les fonctions 2/ et (^. A quelles conditions 
la fonction ainsi obtenue 

IV = u{Xu ...,a?/i,ri» .••»r/»)-+-*"^(^l» "">^n,yu "'>yn) 

est-elle monogène dans (D, c'esi-à-dire a-t-elle des dérivées par- 
tielles par rapport à ^4, . . . , -s,i, indépendantes de la manière dont 
les accroissements A^^, . . . , A5,| de ces variables tendent vers zéro? 

Théorème. — Pour que la combinaison u-^-iv soit mono- 
gène dans CD, il faut et il suffit que les fonctions u et v y 
satisfassent aux équations de Cauchy-Riemann généralisées 

du dsf du ^^ fi X 

(A) - — = - — , - — = — (A: = I, . . ., n). 

En effet, nous avons établi celte proposition pourn = i , lorsque 
l'accroissement A^ de la variable indépendante lend vers zéro en 
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suivant une courbe quelconque qui a une tangente (c'est Vhy- 
pothèse de Riemann, cf. l^ Partie, p. 48, texte) et même une 
courbe absolument quelconque (P® Partie, p. 49? note). Repre- 
nons cette démonstration (cette fois sans considérer à part le cas 
particulier examiné par Riemann) en Tétendant aux fonctions 
de n variables. 

Les conditions (A) sont nécessaires. — En eflet, en vertu des 
hypothèses sur la continuité des dérivées, l'accroissement Lw de 
la fonction w correspondant à des accroissements A^f, ..., tiZn 
des variables peut s'écrire 

€a> ^iA> ^'k-i f\k désignant des nombres qui tendent uniformément 
vers zéro avec les ^Zk dans le voisinage de tout point intérieur au 

domaine (t). Il faut, en particulier, que - — ait une limite fixe 

quand, ^Z2, •••, ^Zn étant nuls, \x^ et A^i tendent vers zéro 
de façon que leur quotient ait une limite déterminée quel- 
conque m; par suite, le rapport 



du du ./ ds^ dv \ 



doit être indépendant de m^ ce qui entraîne les deux premières 
relations (A), et dès lors, d'après un raisonnement évident, les 2/i 
relations (A). 

Les conditions (A) sont suffisantes. — En effet, pour recher- 
cher la dérivée partielle de w par rapport à Z| , on doit d'abord 
annuler dans At^ les accroissements A^^a? ••') Ag/,. Introduisons 
cette hypothèse dans l'expression de Awp donnée ci-dessus, puis 
transformons-la à l'aide des relations (A); il vient 



A tout nombre positif a, si petit soil-il, on peut faire corres- 
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pondre un nombre positif h tel que Si, e',, 7}|, r[\ aient leurs 
modules inférieurs à a dans Tensemble | Aar^ | <[ A, | Aj^i | <C A, en 
tout point (zi, . . . , Zn) de (Q; on a, par suite, dans cet ensemble, 






<4a. 



Donc, en tout point de (Ô, j— tend vers la limite bien déter- 
minée T h t^ — » quelle que soit la manière dont Lz^ tende 

vers zéro. 

320. Supposons maintenant que les fonctions 

u{xx,yu "'>^n,ya) et p(a?i,j^i, ...,a^/i»r«) 

aient des dérivées partielles du second ordre. Il résulte des rela- 
tions (A) que, si la combinaison ^^ -f-«V est monogène, Texpression 

n 

est une difTérentielle exacte; ceci entraine les n^ équations 

(B) {â — Â ^-Ti T-=o» 

^ dxicdxi àykàyt 

= 0, 



dxf, àyi ôyk Oxi 

que Ton pourrait aussi obtenir directement en dérivant les rela- 
tions (A). 

Cette remarque aide à comprendre les difficultés que présente 
l'extension des procédés de Riemann à l'étude des fonctions ana- 
lytiques de plusieurs variables, puisqu'elle doit être précédée de- 
celle de fonctions satisfaisant à la fois aux n^ équations (B), 
c'est-à-dire à n équations de Laplace et à n{n — i) autres 
équations (*). 

(•) Considérons par exemple les fonctions de deux variables complexes. Leur 
étude suppose celle des fondions biharmoniques à quatre variables et, dès lors, 
fait intervenir une attraction en raison inverse du cube de la distance s'exer- 
çant dans l'espace à quatre dimensions, de même que Tétude des fonctions d'une 
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De pareilles fonctions sont dites biharmoniques. Ainsi une 
fonction de a/i variables «(a?,,^^, > ** ^Xn^ yn)j continue dans un 
domaine ainsi que ses dérivées du premier ordre et ajant des 
dérivées secondes, est harmonique dans ce domaine lorsqu'à 
son intérieur eiie satisfait à Téquation de Laplace généralisée 

elle y est biharmonique, quand elle satisfait aux relations (B). 

Pour /i > I, ce n'est plus la fonction harmonique qui est inté- 
ressante, c'est la fonction biharmonique; car c'est elle qui est 
la partie réelle (et la partie imaginaire) d'une fonction analytique 
de variables complexes. 

D'après les équations (B), toute fonction biharmonique est 
harmonique. 

§ III. — Les FONCTIONS analytiques ET LA REPRÉSENTATION CONFORME 
d'une AIRE PLANE SUR UNE AIRE PLANE. 

321. Deux surfaces peuvent être représentées l'une sur l'autre 
d'une infinité de manières. Riemann a remarqué que la déternii- 
nation de l'une des lois de transformations de domaine plan en 
domaine plan, la transformation conforme, revenait à la défini- 
tion d'une fonction analytique; et réciproquement. Aussi l'égalité 

f{x -h iy) = u-\- iV, 

lui a-l-elle servi à définir une représentation d'un plan (^, y) sur 



variable complexe se ramène à IMtude d'une attraction en raison inverse de la 
distance (n° 331 ). 

Entre les deux problèmes la différence est profonde : d'après le principe de 
Dirichlet, il existe bien une fonction harmonique et une seule, qui prend sur la 
frontière d'un domaine à quatre dimensions, une suite continue de valeurs 
données (p. 69, note), mais cette fonction en général n'est pas biharmonique. 
Aussi, il est en général impossible de construire une fonction de x^+iy^, x^-h iy^ 
qui n'ait pas de singularités dans un domaine donné^ et dont la partie réelle prenne 
sur sa frontière des valeurs données à l'avance. « C'est là qu'il faut chercher la 
véritable explication des différences si profondes que l'on observe entre les fonc- 
tions d'une variable et celles de deux variables, et en particulier de ce fait que 
Ton ne peut construire une fonction de deux variables ayant quatre périodes 
quelconques. » Poincaré, A. M.j t. IT, p. 102. 

C/. aussi PoiNCARÉ, A. M., t. XXII, p. m. — Kronecker, Monatsberichte 
der A. zu Berlin, 1869, p. 169 (et 186). 
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un plan (w, p), et à créer par là une méthode géométrique d'în- 
Irodiiction des fonctions analytiques (*). 

Avant de Tcxposer, rappelons quelques généralités sur la repré- 
sentation des surfaces. 

Une surface S est représentée sur une surface S, lorsqu'on a 
établi entre les points de S et de S une relation telle qu'à un point 
de S corresponde un ou plusieurs points de S, et inversement. 
Cette loi de correspondance peut être déOnie géométriquement 
ou analj^tiquement. 

Par exemple, représenter la surface 

(S) x=^x{a,b\ y=y{a,b), z = z(a,b) 

sur la surface 

(2) ï = ?(ot,P), r, = Y)(a,P), Ï=C(«,P), 

c'est faire correspondre un ou plusieurs systèmes de valeurs 
de (a, p) à un système de valeurs de {a, b) au moyen de relations 

Dans la représentation de deux surfaces Tune sur l'autre, comme 
dans les transformations d'une surface, on se préoccupe de la 
conservation de certaines propriétés. 

On peut voir si les longueurs (par suite, les aires ainsi que les 
angles) sont conservées, c'est-à-dire examiner si les deux surfaces 
sont applicables l'une sur l'autre. Une telle représentation n'est 
pas en général possible (2). 

On peut chercher à conserver les aires. 

Enfin, on peut s'occuper des représentations qui conservent les 
angles, c'est-à-dire des représentations conformes ou isogonales : 
c'est d'elles que nous allons parler. 

(*) « I^our Riemann, Tiniage géométrique joue le rôle dominant. Une fonction 
n'est qu'une des lois d'après lesquelles les surfaces peuvent se transformer; on 
cherche à se représenter ces fonctions, non à les analyser. » Poincaré, A. M,, 
t. XXII, p. 7. 

(') Il faudrait {voir page suivante) que Ton pût avoir identiquement E = t, 
F = r?, G = (/. Ces égalités conduisent au théorème appelé Theorema egregium 
de Gauss, d'après lequel le produit des rayons de courbure principaux, aux points 
correspondants de deux surfaces applicables, a même valeur (la réciproque n'est 
pas vraie). 
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322. Pour représenter rune sur Tautre d'une manière conforme 
les deux surfaces S et S, il faut déterminer les fonctions ^(a, é), 
A(a, h) de telle manière que Tangle de deux lignes quelconques 
tracées sur S soit égal à l'angle des lignes correspondantes tracées 
sur S. 

Supposons leurs éléments linéaires ds et rfo-, mis sous la forme 
que leur a donnée Gauss, puis substituons aux paramètres a et ^^ 
dans l'expression des coordonnées de S, leurs valeurs en fonction 
de a et 6 (nous regardons alors comme points correspondants 
des surfaces ceux qui sont définis par les mêmes valeurs de a 
et b). On a ainsi des relations de la forme 

ds^ = E(a, 6) rfa»-+- 2F(a, b)da db -f- G(a, b) db^, 
d(j^ =zC{a,b)da^-hi S{a, b)dadb'^ Ç(a, b) db*-. 

Pour la conservation des angles, il faut et il suffit que deux 
triangles curvilignes correspondants quelconques, mnp^ [jivtc, de 
dimensions infinitésimales, aient leurs angles égaux, et par consé- 
quent que les triangles rectilignes mnp^ [jlvtc soient semblables. 
On écrira donc que la limite du rapport des longueurs des côtés mn 
et p ne change pas, quand ces côtés tournent autour des points 

ds 
fixes m et [x, ou bien encore que le rapport^ a au point (a, b) 

une valeur indépendante de -rr» Donc, pour que la représentation 

soit conforme, il faut et il suffit que l'on détermine les fonctions g 
et h de façon à avoir en tout point (a, b) 

E _ F _ G 

Ce problème est en général possible, puisqu'il revient à la 
détermination de deux fonctions satisfaisant à deux équations. 

Appliquons ces généralités d'abord à la représentation d'un 
plan {iJC^y) sur un plan {u^v), et ensuite au problème des 
Caries. 

Dans ces plans, on peut choisir comme paramètres (a, 6), 
(a, p) les coordonnées cartésiennes elles-mêmes (^,JK)î ("? ^) 
des points à transformer. On a ainsi 

ds^ ■= dx^ -f- dy^^ c/a* = c?d*' -t- dv^^ 
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et par suite le problème de la représentation conforme du premier 
plan sur le second revient à la détermination de deux fonctions 

(i) « = ^(a?,r). <'=^(^>^), 

qui transforment rfo"* en une expression Cdx^-{-2^dxdy-\- ^Jdy* 
telle que Ton ait 

En d'autres termes, la transformation (i) est conforme, si Ton 
détermine les fonctions ^ et A de façon que l'on ait 

(2) du^-^dv^ = X(ir, y) (cte«4- dy*). 

C'est celte identité qui va servir à montrer le lien entre la 
théorie des fonctions anal)^tiques et la représentation conforme. 

323. Théorème. — Toute représentation conforme d'un 
domaine plan sur un domaine pian donne naissance, par 
l'association des deux fonctions qui la déterminent, à une 
fonction analytique. 

En effet, soit une transformation définie par les relations (i); on 
la suppose conforme, ce qui entraîne Tidenlité (2) que l'on peut 
écrire sous la forme 

{du -h idv) {du — idv) =\{dx -^ idy){dx — idy). 

Les différentielles du et rf^, du-\-idi^^ du — idi^ sont des 
fonctions linéaires en dx et dy; par suite, les deux membres de 
cette identité renferment, à un facteur près qui dépend seulement 
de X et y^ les mêmes facteurs linéaires en dx et dy. Ceci exige 
que l'un des rapports 

du -h i dv du — i dv 
dx -h i dy dx -f- i dy 

dépende seulement de x et ^, et par suite (1"^° Partie, p. 47) que 
l'une des deux combinaisons w+iV, u — tr, déduite des rela- 
tions (i), soit une fonction analytique de ^ + iy* 

On passe géométriquement de la première combinaison («/, v^ 
à la seconde en prenant la symétrique, par rapport à l'axe Oi/, de 
la première figure (w, v>) transformée de la figure (^,^). Dans les 
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deux combinaisons, les sens des parcours et les sens de rotation 
des angles sont différents (I**^ Partie, p. 56). 

Réciproquement, toute transformation conforme peut être 
envisagée comme ayant son origine dans une fonction ana- 
lytique. 

En effet, la transformation (i) peut être regardée comme dé- 
duite de la considération de Tune des fonctions u-\-iv^ u — iV; 
par ailleurs, nous venons de voir que Tune de ces deux fonctions 
est analj'tique, quand la transformation est conforme. 

Remarque. — Nous savions déjà que toute fonction analytique 
conduisait à une représentation conforme (I'* Partie, p. 53). 

324. Faire la Carte géographique d'une surface, c'est la 
représenter d'une manière quelconque sur un plan. Néanmoins, 
avec Lambert, Euler, Lagrange, Gauss (*) on réserve d'ordinaire 
le nom de Cartes géographiques aux représentations con- 
formes d'une surface sur un plan : c'est d'elles que nous allons 
parler (*). 

Le carré de l'élément linéaire du plan est dx^-^- dy^\ par suile 
faire la Carte d'une surface S, définie en coordonnées paramé- 
triques (w,^), c^est ramener son élément linéaire ds à la 
forme 

(2) d5^=UT,y){dx^+dj'^), 

X ety désignant les nouvelles coordonnées paramétriques. On dit 



(') Lambrut, Beitràge zum Gebrauche der Mathematik, — Eulkr, Acta A. 
S. Petropolitanœ, 1778, t. I, p. 107, i33, i43. — Laqranqë, Ac. de Berlin, 1779, 
p. 161 et 186 (Œuvres, t. IV, p. 637 et 664). — Gauss (1822), Œuvres, t. IV, 

p. «93. 

(^) Il y a d'autres systèmes de Cartes; par exemple, dans celui de l'Ëtat- 
Major français, on a cberché à conserver les aires. 

Quant au systè^ie de projections sLéréographiques, s'il remonte à Ptolémée 
qui avait prouvé que les cercles s'y transforment en cercles, il semble que ce 
géomètre ait ignoré la seconde propriété relative à la conservation des angles r 
aussi Lambert est bien le premier qui se soit placé en traitant du problème des 
Cartes au point de vue général de la représentation conforme. 
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alors que le système ou réseau (^, y) correspondant tracé sur la 
surface est orthogonal et isotherme (*). 

La théorie des fonctions analytiques permet de déduire 
d'une solution du problème des Cartes toutes les autres solu- 
tions, sans intégration. 

En eflTet, soit rélément linéaire d'une surface ramené de deux 
manières différentes à la forme (2) de telle sorte que Ton ait 

ds* = X {x, y) (û?a?*H- j/-*), ds^ = Xi(a?,, yi){dx\-^dy\ ), 

d'où Ton déduit 

(3) dx^^dy^=^^^^{dx\-^df\), 



(') Nous verrons plus loin (n* 332) qu'une /amzV/e de courbes planes 

est regardée comme isotherme, lorsqu'on peut trouver une fonction de 9 qui soit 
harmonique, ce qui revient à dire que la fonclion 9 doit satisfaire à une ccrlaioe 
équation aux dérivées partielles. Une famille de courbes tracées sur une surface 
est dite isotherme, quand elle peut être représentée dans le plan par une famille 
d'isothermes. 

La théorie du facteur intégrant permet de passer d'une inGnilé de manières 
de la forme C du^ -h 2 ^ du dit -h (J dv^ à la forme (2). En effet, partons de la 
décomposition en facteurs 

ds'= (yCdu+ ^^^ dv\ (jcdu + ^-^=-^dv\ (5e'=Cg-J'|o). 

Les parcnlhcscs deviennent chacune des différentielles exactes, lorsqu'on les 
multiplie par des facteurs intégrants quelconques {jl et v; on peut donc les égaler 
respeciivcment à |x-* rfÇ et v-' dt\. On a ainsi 

ds^= (jiv)-» d\dr^, 

^ et V étant des fonctions de u et Vy et dés lors de \ et -r;. Il suffit alors de passer 
des coordonnées symétriques (Ç, t, ) aux coordonnées ( ar, ^ ) ^ définies par les 
égalités 

1 = X -h iy, T^ = X — iyy 

pour obtenir la forme (2). 

Ainsi le problème de la Carte d'une surface sur un plan est ramené à la 
recherche d'un fadeur intégrant; par suite, il est possible soit quand la surface 
est analyLi(|ue, soit lorsque les fonctions 6, §^ (J sont des fonctions continues 
de u cl V ayant des dérivées partielles des deux premiers ordres par rapport à i», 
soit même dans des cas plus généraux (Darboux, Théorie des surfaces, t. IV, 
p. 867, note de M. Picard). 
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Le facteur \{x^y) dépend de x^ et^j, puisque x et y, x^ 
et jKi sont des fonctions de u et r; par suite, la relation (3) définit 
une transformation conforme d'un plan {x^ , y^ ) sur un plan (a;, y). 
Nous venons de voir (p. 265) que de pareilles transformations 
résultent toutes de Tune des égalités 

(4) x-^ iy =/(xi-h t>i), T-^iy=zf(xi — iyi), 

OÙ la fonction analytique y est totalement arbitraire. Par suite, 
d'une solution du problème des Cartes définie par les relations (i), 
on en déduit toutes les autres, en introduisant une fonction ana- 
lytique arbitraire y, et en égalant respectivement entre elles, dans 
les équations (4), les parties réelles et les parties imaginaires (*). 

On peut aller plus loin. La connaissance d'un seul système 
orthogonal et isotherme sur une surface permet d'y tracer non 
seulement tous les systèmes orthogonaux et isothermes, mais une 
infinité d'autres systèmes orthogonaux. 

En effet, ce système isotherme connu permet de faire sur un 
plan la Carte de la surface, avec conservation des angles. Dans ce 
plan, il est facile de tracer des systèmes orthogonaux; les réseaux 
correspondants sur la surface seront aussi orthogonaux. 

325. Remarquons en terminant que les théorèmes ci-dessus 
(p. 264) auraient pu s'énoncer comme il suit : 

Toute /onction analytique donne naissance dans le plan à 



(M Exemple. — Sur une surface de révolution, les méridiens cl les parallèles 
forment un système isotherme. 
En eflTet, étant donnée la surface 

X= ucosv^ Y = Msinv, Z=/(a), 

il suffit d'effectuer la quadrature 

u 

et de poser v = y pour ramener son élément linéaire à la forme 

ds^= (f{x) ( dx^-h dy^) 

caractéristique du système isotherme. 

On sait donc résoudre dans sa généralité le problème des Cartes pour les sur- 
faces de révolution. 
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un système orthogonal et isotherme; réciproquement, un pareil 
système peut être considéré comme ayant son origine dans une 
fonction analytique. 

En effet, la transformation u -^^ i\^ = f{x + iy) met l'élé- 
ment du* -h di^^ sous la forme (2), 

Réciproquement, cette forme peut être considérée comme 
obtenue par l'une des transformations u-{- iv =/{x± iy) (*). 

326. Riemann a déduit du principe de Dirichlet une proposition 
fondamentale qui précise la correspondance que l'on peut obtenir, 
par l'intermédiaire des fonctions analytiques, entre deux domaines 
plans. De là un nouveau lien entre ce principe, la théorie des 
fonctions analytiques, et celle de la représentation conforme, 
comme nous allons l'exposer. 

Théorème. — Étant donnés deux domaines plans limités 
quelconques (D e^ CDi, à connexion simple, on peut toujours 
trouver une fonction analytique uniforme permettant de les 
représenter Vun sur Vautre d'une manière biunivoque et 
conforme,. 

Des transformations déjà rencontrées {V^ Partie, p. 78, 79, 
173, etc.; 11® Partie, p. 100, 1 15, etc.) (^) ont fourni des cas parti- 



(^) Un système {Xy y) orthogonal et isotherme tracé dans le plan (ou sur la 
surface S) divise le plan (ou la surface) en carrés infiniment petits : voici en 
quel sens. 

Soient A et B deux familles de courbes orthogonales tracées dans le plan (ou 
sur la surface S); Aq et a^ deux courbes quelconques de la première famille, 
69 et 6j deux courbes de la seconde. Si elles déterminent un quadrilatère MNPQ, 
il est en général possible d'associer aux lignes ao, Op 6«, à^ des lignes inGniment 
voisines a'^^j a'i, b'^j b\ appartenant aux familles A et B et telles que des quatre 
rectangles formés dans le voisinage des points M, N, P, Q, trois soient des 
carrés infiniment petits. La condition nécessaire et suffisante pour que le qua- 
trième rectangle soit au^si un carré, c'est que l'élément linéaire du plan 
(ou de la surface) ait la forme (2). {Cf. Darboux, Théorie des surfaces, t. I, 
p. i46. ) 

(2) Parmi elles, rappelons la transformation t = e^^ qui fait correspondre à un 
rectangle de hauteur 27c dont les côtés sont parallèles aux axes une couronne 
circulaire : ainsi elle donne un exemple de représentation d'aire à connexion 
double sur un rectangle. De même, la transformation (5) (!'• Partie, p. 79) fait 
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culiers de ce type de correspondance (*). La proposition de Rie- 
mann généralise ces résultats en apprenant à représenter Tun sur 
l'autre, d'une manière biunivoque et conforme (pour abréger, nous 
dirons seulement de représenter), des domaines quelconques du 
type ci-dessus, de telle sorte même qu'à un point particulier pris 
arbitrairement à l'intérieur de l'un des domaines (Q corresponde 
un point arbitraire à l'intérieur deCQf, et qu'à un point particulier 
arbitraire de lai frontière de 00 corresponde un point arbitraire de 
la frontière de (Di (2). 

Avant de former effectivement une fonction analytique qui 
donne cette représentation, faisons quelques remarques. Désor- 
mais, nous regarderons la lettre x comme représentant une variable 
complexe Ç 4- i7\. 

I ° Quand on sai t représenter (au sens ci-dessus) deux domaines (f) 
etCOi sur un domaLine particulier fô y on peut représenter (£) sur (Dr, 
car si les relations T = ^(a:), y = o('z) établissent une repré- 
sentation de (D sur G, et de G sur (JE)|, la fonction y = (f(^g(x)^ 
permet de représenter cD sur (Ê>|. 

Par suite, le problème général se ramène à la représentation 
d'un domaine donné quelconque (£) sur un domaine particulier ^ 
choisi arbitrairement. D'ordinaire, on prend comme domaine fB 
soit le demi-plan nord, soit la surface d'un cercle ayant l'origine 



correspondre Taire comprise entre deux ellipses homofocalcs à une couronne 
circulaire. 

En général, deux domaines à connexion multiple, même limités c/iacun par 
un même nombre de contours, ne sont pas représentables l'un sur l'autre. 
Dans un important Mémoire (7. de Crelle, t. 83, 1877), M. Schottky a examiné 
à quelles conditions cette représentation est possible et il a formé les fonctions 
qui alors la réalisent. Son travail a été commenté et complété par M. Le Vavas- 
scur {A. T., 1902» p. 58). Disons seulement qu'à un domaine plan percé 
de p trous, envisagé comme ayant une face supérieure et une face inférieure, 
correspond une courbe algébrique de genre p, et que la question de la repré- 
sentation de deux domaines revient à celle de l'identité des deux classes des 
courbes algébriques qui leur correspondent. C/, aussi Picard, Analyse, t. II, 
p. 285 et 496. 

(') On trouvera, dans les Mémoires de M. Schwarz que nous avons signalés 
{Œuvres, t. II, p. i44y etc.), plusieurs exemples intéressants de représentation 
conforme relatifs à des aires limitées par des arcs de cercle. Cf. aussi Darboux, 
Théorie des sur/aces, l'* Partie, p. 176. 

(') RiEMANN, Dissertation inaugurale {Œuvres, trad. Laugcl, p. 49)- 
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pour cenlre, suivant qu'il s'agit d'un calcul à effectuer ou d'un 
théorème à établir (*). 

2° Si le problème de la représentation d'un domaine (D sur un 
domaine G a une solution, il en a une infinité. 

En effet, imaginons qu'une relation t:= g{x) établisse une cor- 
respondance biunivoque et conforme entre le domaine (D et le 
demi-plan nord ; la substitution bilinéaire (P* Partie, p. ^5), 

^a, 6, c, d réels \ 



/ aT-t-^> \ /«, b, c, d réelsX 

V' c-z-hd) \ ad-'bc>o ) 



transforme le demi-plan nord en lui-même (*), et par suite la 
relation 

cg{x)-\-d 

donne l'expression d'une infinité de fonctions analytiques uni- 
formes qui représentent le domaine CD sur le demi-plan nord. 

Elle renferme trois constantes arbitraires : on peut les déter- 
miner ou bien en fixant la correspondance entre deux points 
choisis arbitrairement l'un sur le demi-plan nord, l'autre sur l'axe 
réel, et d'autre part, un point intérieur à (0 et un point frontière 
de (E); ou bien encore en fixant la correspondance entre trois 
points donnés de l'axe réel et trois points arbitraires situés sur la 
frontière de 00. 

3** Nous allons prendre comme domaine G le cercle décrit de 
l'origine comme centre avec Tunité pour rayon, et nous dési- 
gnerons par 'z-=-g{x) la relation qui permet de représenter (ô 
sur G (*). Puis nous décomposerons en deux parties le problème 



( *) Sur la marche à suivre pour former la fonction qui permet de représenter (0 
sur G, le problème de Dirichlet étant supposé résolu, voir Le Yavasseur, ^. 7*., 
1902, p. 55. 

Quant au problème de la représentation d'une surface de Riemann sur un 
polygone, cf. Picard, Analyse, t. II, p. 485. 

(^) On démontre même que cette transformation est la plus générale parmi 
celles qui réalisent la représentation conforme du demi-plan nord sur lui-même. 
Par suite, la relation que nous allons former défînit toutes les fonctions con- 
duisant à la représentation de (D sur le demi-plan nord. 

(*) A cause de la correspondance biunivoque qui doit exister entre les 
domaines (Ô et G, la dérivée g\x) de la fonction analytique g{x) ne doit 
s'annuler en aucun point x^ intérieur au domaine CD; sinon il y aurait dans le 
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deRieinaDn, en ce sens que Ton cherchera d'abord à déterminer 
la fonction g{x) de manière qu'elle représente Yintérieiir de (ô 
sur Vintérieur de 5, et que l'on examinera ensuite si, par conti- 
nuité, la relation obtenue établit aussi une correspondance biuni- 
voque et continue entre les Aeun frontières. 

La méthode que nous suivrons pour sa solution repose sur la 
formation de la fonction de Green relative au domaine et) et au 
point ^0 de (D (considéré comme pôle) que l'on veut faire corres- 
pondre au centre du cercle G. 

327. Ces remarques faites, venons à la démonstration du 
théorème. 

I. On peut établir une correspondance biunivoque et con- 
forme entre les points intérieurs aux domaines (0 et G. 

En effet, soient r et cp les coordonnées polaires des points de (© 
relativement au point Xq (de coordonnées rectangulaires Ç„, tjo) 
pris comme pôle. La solution du problème de Dirichlet permet de 
former une fonction U\ (Ç, t\) harmonique dans cô et prenant sur la 
frontière C de (0 la suite continue de valeurs réelles — logr (r se 
rapportant aux distances de Xq aux divers points de C). La fonction 
harmonique complémentaire de «« peut être représentée par l'in- 
tégrale 

Vi= I (-Tr^''l r-^^$)-+-^ (X: constante arbitraire), 

prise le long d'un chemin situé tout entier à l'intérieur de (ô ; elle 
est continue dans (D. 

De ces fonctions u^ et v^ déduisons-en deux autres, u et v^ 
définies par les égalités 

w(î, Tj) = ai(Ç, Y)) -h logr, ifiX, r,) = (;i({, Ti) -f- (p ; 

la première est au signe près la fonction de Green relative au 
domaine (0 et au pôle x^. Dans le domaine (D, ces fonctions u 



voisinage de x^ au moins deux points x pour lesquels la fonction x prendrait la 
même valeur (p. 8 et la). 

De même, si l'on désigne par y(T) la fonction inverse de g{x)j y'(t) ne s'an- 
nulera pas dans tB. 
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et ç sont aussi harmoniques (sauf au pôle Xo)y et elles sont com- 
plémentaires (') : la fonction u s'annule sur C, la fonction v 
deviendrait uniforme par une coupure allant de Xq à un point 
quelconque de C. 

Je dis que la fonction analytique uniforme t = e""*"'" (t ne change 
pas quand <p augmente de sic) réalise la transformation demandée. 

Pour rétablir, considérons la famille de courbes €« définie par 
l'égalité 

a désignant un paramètre négatif. 

i" La fonction u s'annule sur la frontière C de (D; aussi la 
courbe Ca qui correspond à la valeur a=o se confond avec C. 
De plus, la fonction u est négative à l'intérieur de C (p. 25 1) el 
elle varie d'une façon continue de — oo à zéro, entre Xq et C; 
donc, pour toute valeur négative de a, on a une courbe Ca inté- 
rieure à C. 

a** Les courbes Ca sont fermées. 

3" Elles entourent toutes le point Xq. Car si l'une d'elles Ca 
ne renfermait pas ce point à son intérieur, la fonction u serait 
harmonique dans tout le domaine (Jf)a de frontière Ca5 dès lors, 
puisqu'elle prendrait la même valeur a sur toute sa frontière Ca, 
elle serait constante dans (£)« ( p. 243)? et par suite constante dans (0. 

D'après le même raisonnement, les courbes Ca ne peuvent se 
couper. 

Cela posé, faisons parcourir au point x{x = Ç -f- «>i) l'une de 
ces courbes Ca- Le point t(t = e"+'*') décrira une circonférence 
correspondante T^ ayant l'origine pour centre (puisque l'on a 
|T| = e«) et un rayon inférieur à l'unité (puisque a est négatif). 
Quand le point x décrit la courbe Ca en entier, d'un mouvement 
continu et en allant toujours dans le sens positif, le point t par- 
court, dans les mêmes conditions, la circonférence Fa, car nous 
allons voir que son argument ç croît alors d'une façon continue 
-et augmente de 27w. 



( * ) On dit souvent qu'une fonction cp (^, t, ) devient logarithmiquement infinie 
en un point (Ç,, r,,) lorsque o(Ç, t^) ±Iogv/Û^-17)^-HT^r---^iô)^ reste holomorphe 
dans le voisinage de ce point. Ainsi toute fonction de Green est logarithmiquement 
infinie en son pôle (p. sSi). 
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En effet, soit M un point de la courbe €« : déplaçons-nous 
d'abord sur la normale en M à la courbe Ca vers l'intérieur 
(1" Partie, p. 12), puis sur la tangente à cette courbe au même 
point dans le sens direct. Les égalités qui expriment que u et i^ sont 
des fonctions harmoniques associées conduisent, pour de pareils 
déplacements, à la relation 

du _ au d^ du dri __ dç rfÇ ôç dr\ _ dv d-T\ dv d\ 
dn ~" d^ dn Or^ dn '~ àr^ dn r)Ç dn ~~ &r\ ds à^ ds 

ce qui donne 

du dv 

dn ~~ ds 

la première dérivée est prise dans le sens de la normale intérieure 
à la courbe 0^; dans la seconde, on regarde v comme une fonction 
de Tare s de la courbe C», arc compté positivement dans le sens 
direct. 

La fonction u diminue quand on se déplace sur la normale à la 
courbe Ca vers l'intérieur, puisqu'elle a une valeur plus petite lors- 
qu'on remplace 0^ par une courbe intérieure à Cal dès lors, sur 

cette courbe, -j- est négatif, et par suite -r- est positif. On voit 

donc que la fonction v augmente avec s^ c'est-à-dire lorsqu'on 
parcourt dans le sens direct la courbe Ca- 

D'autre part, après une circulation complète du point ($, tj) sur 
cette courbe, la fonction uniforme v^ reprend sa valeur initiale, et 
Tangle cp croît de ait. Donc, après cette circulation, v a augmenté 
de 2U, et par suite t a fait un tour complet sur la circonférence 
de rayon e". Ainsi, les courbes M(5,Y^) = a et les circonfé- 
rences |t| = e* se correspondent d'une manière biunwoque quel 
que soit a(a<;o); dès lors, il en est de même des domaines dO 
et G. 

Enfin, la transformation définie par la fonction analytique con- 
sidérée est bien conforme, car elle est biunivoque, et par suite la 
dérivée de -z n'est pas nulle dans le cercle Ç (I" Partie, p. 53) (*). 



(*) Pour représenter sur un cercle le domaine CÔ, extérieur à une courbe 

fermée, on peut, soii ramener, par une inversion, ce cas à celui du texte, en 

substituant au domaine CO^ un domaine fermé (p. 61), soit opérer directement. 

Pour cela, ou bien on formera à peu près comme dans le texte la fonction de 

F. — II. 18 
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II. Cette correspondance biunivoque s*étend aux points des 
deux frontières. 

Traitons cette question délicate dans le cas particulier très 
simple où le contour C est formé d'w/i seuldivc régulier de courbe 
analytique. 

Alors, le long de C, la fonction w, (5, t^i) est une fonction ana- 
lytique non seulement de Ç et r^, mais aussi du paramètre qui serl 
à exprimer analytiquement les divers points de C; par suite elle 
peut être étendue un peu au delà de C (p. io5 et 254), et dès 

lors ses dérivées -~9 -— sont déterminées sur G (*). On en déduit 

que la fonction (^i, définie par une intégrale où entrent ces dé- 
rivées, est aussi déterminée et continue sur C; par suite les fron- 
tières des deux domaines se correspondent d'une manière continue 
el biunivoque. 

Remarquons enfin qu'en disposant convenablement de la con- 
stante k, on peut faire correspondre un point arbitraire de C à un 
point arbitraire de la cin^onférence du cercle (r (*). 



Green qui permet la représentation cherchée, ou bien on appliquera, à Taire 
extérieure à un contour polygonal fermé, la méthode donnée par ChristolTel 
(Annali di 3/.. 1870) pour l'aire intérieure à ce polygone. Cf. Harnack, 
Grundlagen, etc., p. 164. 

( ' ) Posons toujours t = e"'*"'*'. On ne sait pas si la fonction de Green m, har- 
monique dans (0 (sauf au pôle x^) et continue sur C, a des dérivées sur C, et 
par suite si la fonction conjuguée v>, harmonique dans (0, est déterminée et a 
fortiori est continue sur C. Par suite, quand x tend vers un point de C, t tend 
bien vers la circonférence du cercle G^, mais une discussion est nécessaire, comme 
l'a montré Harnack, pour décider s'il tend vers un point déterminé de cette 
circonférence {cf. Harnack, Grundlagen, etc.). 

L'existence d'une fonction établissant une correspondance biunivoque et con- 
tinue entre les frontières de (0 et de Ç! a été étudiée dans le cas où la frontière C 
est formée soit d'un nombre fini d'arcs réguliers de courbes analytiques (cf. 
ScHWARz, /. de Crelle, t. 70 et 74; Harnack, M. A., t. XXXV; Picard, Analyse, 
t. II, p. 376), soit d'un nombre fini d'arcs de courbes ayant en chaque point une 
tangente déterminée et variant d'une manière continue, sauf en un nombre fini 
de points anguleux ( Painleve, C R., 1891, i" semestre, p. 653; Paraf, A. T., 
1893, \{.)y soit enfin d'une courbe rectifiable, ou même de courbes plus générales 
(OsoooD, Transactions of the American M. S., 1900, p. 3io). 

(^) Quand le domaine (C^ est un polygone ayant pour côtés des arcs de cercle 
en nombre fini, les fonctions T = ^(a7) qui permettent de représenter ce poly- 
gone sur le cercle (9 forment une classe spéciale de fonctions automorphes. 
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328. Nous venons de voir que si Ton sait résoudre le problème 
de Dirichlet pour deux domaines plans simplement connexes cJE) 
et db)|, on peut obtenir une solution de celui de Riemann et repré- 
senter (0 sur côi. Inversement, la théorie de la représentation 
conforme conduit à une solution du problème de Dirichlet, 
valable pour tout domaine plan à connexion simple. 

En effet, quand on sait représenter d'une manière conforme une 
aire simplement connexe (£) sur une aire simplement connexe (D|, 
et de plus résoudre le problème de Dirichlet pour (0^, on peut 
le résoudre pour (0 (p. 61) (*). Or la solution du problème de 
Dirichlet dans le cas d'un cercle G est facile (p. aS^), et d'autre 
part, en s'inspirant des méthodes du prolongement par symétrie 
{p. 101), M, Schwarz a donné le m>oyen de former y indépen- 
damment DU PROBLÈME DE DiRicHLET (*-^), unc fonction permet- 
tant la représentation de (0 sur ç. De là pour résoudre le pro- 
blème de Dirichlet une méthode tout autre que celles exposées 
plus haut, applicable à un domaine plan quelconque cd simple- 
ment connexe. 

Est-il possible d^ en faire r extension aux fonctions de trois 
variables, c'est-à-dire peut-on trouver une transformation T 

zi = Zi{x,y,z) 

qui fasse correspondre l'un à l'autre deux domaines fermés arbi- 
traires de l* espace (w) et (0<, de telle façon que la solution du pro- 
blème de Dirichlet pour (D^ se ramène à la solution de ce problème 
pour (0? 

Il n'est pas nécessaire pour cela que la transformation T rem- 
place une fonction Ci (^,, >< , 5«) harmonique dans (J0| par une 



(') Ce théorème résume tout le rôle de la représentation conforme dans Tétude 
du problème de Dirichlet. 

(') M. Schwarz a traité cette question fondamentale d'abord dans l'hypothèse 
où (0 est limité par des droites ou des arcs de cercles, puis dans des cas plus 
généraux. Voir une note ci-dessus (p. 57), et Schavarz, Œuvres, t. II, p. i44, etc. 
Cf. aussi l'exposé qu'en a donné M. Darboux ( Théorie des surfaces, V* Partie, 
p. 174). 
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fonction i>{x^y^z) harmonique dans (É) ('); il suffit qu'à toute 
fonction harmonique i^i (^4,jKi j ^i) on puisse faire correspondre ^ 
par la transformation T, une fonction harmonique v(xjy^z), et 
cela de manière que les valeurs de t^t sur une surface quelconque 
du domaine Qi déterminent les valeurs de ^ sur la surface corres- 
pondante de (£). 

On a donc à chercher une transformation T et une fonc- 
tion /(i^i, ^,^, 5) telles que, si Ton effectue la transformation T 
dans une fonction ^f^(Xl^f^,z^) harmonique dans (ôj, la fonc- 
tion ^(x^y^z) transformée de /(^i,^,J', s) soit harmonique 
dans (D. 

Ce problème a une solution bien connue quand il s^agit de cer- 
tains domaines particuliers cô et Ot)i, car l'inversion 

_ X:a? __ ky __ kz 

* "" 37* -h ^* -H ^* ' "^^ ~~ .T«-hJ^*-H 5*' * ~~ a?* -h ^* H- ^« * 

appliquée à la fonction 

remplit les conditions exigées (p. 62). Dès lors, au lieu de 
résoudre le problème de Dirichlet pour une surface, il suifit de 
le résoudre pour Tune quelconque des surfaces inverses. 

Cette méthode ne peut être généralisée. En effet, M. Painlevé 
a prouvé que toute transformation T doit, pour répondre à la 
question, définir une représentation conforme des deux espaces 
{x^y^z), {x^^y^^ Zs) l'une sur l'autre (^). D'autre part, en vertu 
d'un théorème de Liouville, la transformation conforme la plus 
GÉiMÉRALE DANS l'espace cst constituéc par V inversion combinée 



(') Dans l'espace, en dehors de la substiluiion 

i7/i'ej?ù^e/>a^de transformation qui remplace une fonction harmonique Vy^i^x^y^z)^ 
par une fonction harmonique v{x,yy z). 

Dans le plan, toute transformation conforme jouissait de cette propriété 
(p. 60). 

(') Painlevé, Travaux des Facultés de LUle^ t. I, p. 5; 1889, 
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<ivec l' homothétie et le changement d^axes rectangulaires (*). Or 
de pareilles transformations n^établissenl pas de correspondance 
«ntre des domaines arbitraires (0 et cO<. Donc Textension à 
l'espace du procédé de Riemann-Scliwarz pour résoudre le pro- 
blème de Dirichlet n'est possible que pour des domaines particu- 
liers; à ce point de vue, il y a une différence profonde entre les 
fonctions de deux variables et celles Ae p variables (/?>• 2). 

329. Quand une courbe algébrique F {x^y) = o est de genre o 
ou I, une proposition remarquable due à Riemann apprend à 
exprimer les coordonnées x ei y d'un point quelconque de cette 
courbe à Taide de fonctions méroniorphes très simples : ces 
fonctions sont des fractions rationnelles d'un paramètre 1 ou des 
fonctions elliptiques de ce paramètre. Lorsque le genre de la rela- 
tion algébrique F(a:,j')==o surpasse l'unité, l'introduction des 
fonctions aulomorphes a permis à M. Poincaré de représenter en- 
core les coordonnées^ et^ à l'aide de fonctions uniformes d'une 
variable (^). En langage géométrique, on peut dire qu'il existe 



(*) « J'ai obtenu, en profitant d'une sorte de hasard, la solution complète » du 
problème de l'extension au cas de trois dimensions de la question du tracé géo- 
graphique, c'est-à-dire de la résolution de l'équation 

û?j?;-h dy\-\-dz\ = \{Xyy^z) {dx*-i- dy^-\- dz^). 

« Jusqu'ici on savait que l'inversion donne une solution du problème; c'est la 
SEULE n (en y ajoutant évidemment la translation, la symétrie, l'homothétie). 
LiouviLLE, Note VI de la Géométrie de Monge (5* édit. i85o, p. 609). 

Le théorème de Liouville a été étendu par M. Darboux aux espaces à plus de 
trois dimensions : toute transformation conforme dans l'hyperespace peut 
être obtenue par la combinaison de déplacements et d'inversions (i4. E, A'., 
1878, p. 283). 

C/. aussi Haton dk la Goupillikrk, /. E. P,, XLÏI' Cahier, p. 188. — Goursat, 
A. E. N., 1889, p. 10. — Painleve, loc. cit., p. 9. 

(^) Quand deux fonctions analytiques, uniformes dans le voisinage d'un point, 
ont chacune en ce point une singularité isolée^ il ne peut y avoir entre elles de 
relation algébrique dont le genre surpasse l'unité (Picard, B. D., i883, p. 107; 
A. M., t. XI, p. i). Dès lors, la considération des fonctions méromorphes, qui 
suffisait à la représentation paramétrique des courbes de genre o ou i, ne pouvait 
conduire, quelles que fussent les fonctions méromorphes choisies, à une solution 
du même problème pour les courbes de genre supérieur. Les fonctions uniformes 
introduites par MM. Poincaré et Klein ont à distance finie des singularités non 
isolées: il est néanmoins impossible, d'après ce qui précède, d'en trouver de 
plus simples pour exprimer les coordonnées d'une courbe algébrique de genre 
quelconque. 
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une relalion x= 'f('z) établissant une correspondance biunivoque 
et conforme en Ire les régions de la surface de Riemann x^ relative 
à la fonction algébrique y ^ où cette fonction est régulière, et une 
région fondamentale du plan *:(*). 

L'extension de ce théorème capital à des relations analytiques 
quelconques entre deux variables est-elle possible? Ainsi, soil^ 
une fonction de x analytique non uniforme : peut-on lui faire 
correspondre une surface x de Hiemann sur laquelle j^ soit ana- 
lytique, et ensuite représenter cette surface d'une manière biuni- 
voque et conforme sur un domaine simplement connexe d'un 
plan T? S'il en est ainsi, on saura exprimera? et y par des fonctions 
uni/ormes d'un paramètre t : les fonctions analytiques non uni- 
formes seront ramenées, à un certain point de vue, aux fonctions 
uniformes. 

Déjà, dans des cas particuliers, nous avons donné le moyen de 
former la surface de Riemann et d'obtenir la représentation dont 
on vient de parler. Par exemple, soit j^ une fonction analytique, à 
un nombre fini ou infini de branches, ayant seulement deux points 
singuliers (on ne diminue pas la généralité en supposant que ces 
points soient o et l'oo). La surface de Riemann x correspondante 
est composée de feuillets, en nombre limité ou illimité, que l'on 
peut considérer comme soudés le long de la coupure (o, oo). Sui- 
vant que la fonction y b m déterminations ou en a une infinité, 
l'une des transformations x = t'", x = e^ fait correspondre à cette 
surface x, d'une manière biunivoque et conforme, le plan t 
(l'*' Partie, p. 77 et 173); on saura donc représenter j: et j^ par des 
fonctions analytiques uniformes de t. 

La solution du problème général est encore due à M. Poincaré. 
Il l'a obtenue en suivant une marche bien diflférente de celle qui lui 
avait réussi dans la question analogue relative aux fonctions algé- 
briques. Car cette fois il s'appuie sur le principe de Dirichlet, et 
se sert des fonctions de Green (^). Précisons ces résultats. 



(') Cf. PoiNCARE, C. /?., 1881; A, M,, t. l; Af. A., t. XIX. — Klein, Af. A„ 
t. XXI. 

Réciproquement, il existe une relation algébrique entre deux fonctions fuch- 
siennes correspondant à un même groupe fucbsien {A. M., t. I, p. 228). 

{•) PoiNCARE, B. S. M,, j883, p. 112. — M. Osgood a précisé quelques-uns des 
résultats obtenus par M. Poincaré {B, of the American M, S., 1898, p. 69 j 
Transactions of the American M. S., 1900, p. 3i4). 
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Nous appellerons (.0 le domuiiie analytique qui correspond à 
la fonction analytique multil'onne arbitraire donnée jk=/(^)> 
c'est-à-dire le domaine formé par Tensemble des points analy- 
tiques (j?,.x) définis par cette relalion. 

THi^ioRÈME. — Au domaine analytique Ot) on peut associer 
deux fonctions x = cp(T), r=<j;(T) analytiques et uniformes 
dans un domaine plan déterminé correspondant S. Récipro- 
quement, à tout point (x,y) de (0 (abstraction faite des points de 
ramification, et peut-être aussi d'une infinité de points isolés) (*) 
correspond un seul point t d*un domaine com^enable (P.. 

Ainsi, le domaine analytique iù étant donné, on peut déterminer 
un domaine plan fB de façon qu'à un point Tq arbitraire de G cor- 
responde un seul point (xo,yo) de cô, et que le voisinage de ce 
point soit représenté d'une manière conforme sur le voisinage de Tq. 

Réciproquement, à tout point (xojyo) de (0 peuvent corres- 
pondre plusieurs points du plan t; mais il existe une région fon- 
damentale S n'en renfermant qu'un seul à son intérieur (^). Nous 
supposerons, comme on peut toujours le faire (p. 269), que le 
domaine (ï> est intérieur au cercle décrit de l'origine avec l'unité 
pour rayon, ou bien qu'il coïncide avec ce cercle. 

On peut séparer en deux |)arties l'exposé de la preuve donnée 
par M. Poincaré. 

i" Formation de la sur/ace de Riemann correspondant au 
domaine analytique (0 et détermination d'une suite de contours 
fermés C,, tracés sur cette surface. 

Soit ^!Ù{x — ^0) l'élément initial qui détermine la fonction ana- 
lytique multiforme f{x). La surface de Riemann correspondant 



(') Est-il possible de supprimer lu resiriction ci-dessus, de maoière à obtenir 
une représentation de l'ensemble de tous les points où la fonction analytique 
donnée est régulière, en faisant parcourir à x le domaine où la fonction cp(T) 
est régulière? La démonstration de M. Poincaré semblerait conduire à une 
réponse négative; mais c'est une question, d'un très grand intérêt du reste, 
qui est encore à éclaircir {cf. Hilbekt, Problèmes mathématiques; Congrès 
des Mathématiciens tenu en 1900, p. io5). 

(') Par suite, comme on Ta dit plus haut (p. 8 et 13), la dérivée «'(x) ne doiL 
s'annuler en aucun point intérieur au domaine @. 
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à celle fonr.lion sera définie, si l'on fixe à quelles conditions le 
point initial el le poini final des contours ferm*^s tracés dans le 
plan, partant d'un point quelconque x eX j revenant, appar- 
tiennent au même feuillet et dès lors correspondent à des contours 
fermés sur la surface. 

Pour V parvenir, ajoutons aux points singuliers de f{x) trois 
points arbitraires que Ton regardera comme singuliers sur lous 
les feuillets (leur raison d'être sera expliquée plus loin) et appe- 
lons lous ces points points exceptionnels. Puis, divisons en deux 
classes les contours fermés partant de x et ne traversant aucun 
point exceptionnel. La première classe sera composée de ceux que 
des déformations continues, s'eflTectuant sans que l'on traverse de 
point exceptionnel, peuvent ramener à avoir une longueur aussi 
petite que Ton veut. La seconde cla>se renfermera lous les autres 
contours. On convient que le point de départ et le point d^ar- 
rivée sur un contour appartiennent ou non au même feuillet, 
suivant que le contour est de la première ou de la seconde classe. 

La surface de Riemann x ainsi définie est simplement connexe 
(P® Partie, p. 1 1); elle a une infinité de feuillets qui s'échangent 
par la rotation autour de chaque point singulier. La fonction y 
est bien déterminée le long de tout chemin partant du centre ^o 
de l'élément $ et ne traversant aucun point exceptionnel; elle est 
régulière en chaque point de la surface x {^), De plus l'inté- 
grale / ydx est uniforme sur cette surface; car tout contour 

fermé tracé sur la surface x peut être ramené, par déformation 
conlinue s'efTectuant sans que l'on rencontre de point singulier, à 
avoir une longueur aussi petite que l'on veut, puisque cette surface 
est simplement connexe. 

Pour la même raison, on peut tracer à son intérieur une infinité 
de contours fermés C enveloppant le point x^y s'enveloppant mu- 
tuellement, et tels qu'il passe un contour C et un seul par chaque 
point de la surface x autre que le point Xq, Par exemple, soit y 
une circonférence concentrique au cercle de convergence y© ^^ 
l'élt'ment ^S{x — j?o) et intérieure à ce cercle. Des différents points 

(M On convient que les points exceptionnels font partie, non pas de la surface 
de Kiemann, mais de sa frontière. 
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de Y» décrivons des cercles ^ assez petits pour que la fonction y 
resle holomorphe dans ces cercles et sur leurs circonférences : 
soit Yi leur enveloppe. Des divers points de yj décrivons des 
cercles y" définis comme les cercles y' : soit ^2 leur enveloppe. Et 
ainsi de suite. On peut prendre comme contours C d'abord une 
infinité de circonférences intérieures et concentriques à y, ensuite 
une infinité de courbes enveloppant y, s^enveloppant mutuelle- 
ment et recouvrant successivement les régions annulaires com- 
prises entre y et y<, puis les régions comprises entre yi et y2, etc. 
Nous ferons choix, parmi ces contours C, d'une infinité de con- 
tours C«, . . ., Crt, . . . tels que C;,^< enveloppe C„ et que tout 
point de la surface x soit inlérieur à l'un des contours C« (*). 

2" Formation de là relation qui définit la représentation 
cherchée. 

Déterminons maintenant une fonction harmonique w(i, ^l) telle 
que, si on lui associe la fonction harmonique complémen- 
taire v(^^^t\) et si l'on posex = Ç -\'it^^ la relation 

établisse une correspondance biunivoque et conforme entre la 
surface x de Riemann que nous venons de former et un domaine 
simplement connexe Xd du plan x, ne sortant pas du cercle ayant 
l'origine comme centre et l'unité pour rayon. 

Le problème de Dirichlet permet d'associer respectivement à 
chacun des contours C,, ..., C^, ... des fonctions i/|, ..., 
M„, ... analogues aux fonctions de Green relatives aux aires 
limitées par ces contours et au pôle Xq\ nous les définirons en 
leur imposant d'être harmoniques à l'intérieur de ces aires, sauf 
au pôle Xq où elles deviendront logarithmique ment infinies 
[c'est-à-dire que w,, -h log y''( ; — Ço)'''-f-(T^ — ^jo)^ restera holo- 



(') La considération des éléments (|ui prolongent la série initiale 0? et ont 
pour centres les points de y, y,, ... à coordonnées rationnelles a permis à 
M. Osgood de préciser la marche à suivre pour construire les contours C^ de 
façon qu'ils jouissent des propriétés énoncées {B. of the American M. S., 1898, 
p. 72). 
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morphe dans le voisinage de io? "'lo]» et d'être nulles le long de 
leurs frontières C|, . . ., C„, .... 

De ces fonctions déduisons une nouvelle fonction u déterminée 
par l'égalité 

M = lira a»= u\-^{ut — w, )-f-. . ,-+-(m,i^i— a«) -f- 



rf=. eo 



Cette fonction u existe : car chaque élément u,t est positif à 
l'intérieur de C„ puisque la fonction harmonique Un est nulle 
sur Cji et holomorphe ou logarithmiquemenl infinie dans C/i 
(p. -ftSi); il croît avec n puisque la différence u,t^\ — Un positive 
sur C,/ est aussi positive à l'intérieur de C„ ; enfin il ne dépasse 
pas une grandeur fixe (*). 

Cette fonction u est continue; elle converge uniformément 
dans tout domaine intérieur à la surface x^ elle jouit des mêmes 
propriétés que les fonctiojis Un ' par suite, elle est harmonique 
dans ce domaine, sauf au pôle Xq où elle devient logarilhmiquement 
infinie (*'*). 

Désignons par t^i, ..., i^^, ..., ç les fonctions harmoniques 
complémentaires des fonctions W| , . . . , tt,i, . . . , a, et déterminons 
les constantes qui figurent dans leur expression de façon que ces 
fonctions s'annulent en un point Xt de la surface x autre que le 
point Xq» Dès lors, on pourra poser 

Remarquons que les périodes de ces intégrales, c'est-à-dire leurs 
valeurs le long d'un chemin fermé entourant une fois le point Xo, 
sont égales à 27c; aussi les fonctions v„ et v ne sont déterminées 
qu'à un multiple près 277. 



( ' ) C'est pour prouver que | u„ | est limité, et par suite que la série u converge, 
que les points a, 6, c ont été introduits plus haut; car M. Poîncaré y parvient 
en faisant usage d'une fonction modulaire ayant comme points singuliers ces trois 
points (nous n'avons pas encore fait la théorie des fonctions modulaires; aussi 
nous ne pouvons établir maintenant cette convergence). 

La fonction analytique y, bien que régulière en ces trois points, n'est pas 
représentable sur le plan t dans un domaine les renfermant à son intérieur. 

(^) La continuité et la convergence uniforme de la série u sont faciles à établir 

(c/. POINCARK, loC. cit., p. II7). 
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De même que la fonction u esl la limite des fonctions w,i, de 
même la fonction v est la limite des fonctions Vn\ comme la fonc-- 
tion w, elle converge uniformément (*). 

Les fonctions //,,, Vn^ «, ^ étant ainsi formées, introduisons les 
fonctions 

je dis que celte dernière relation établit entre la surface x et le 
plan T une correspondance qui jouit des propriétés énoncées. 

En elTet, bien que les intégrales v^ et u soit multiformes, les 
exponentielles T/, et t sont uniformes, à cause de leur périodicité. 
Donc à un point x correspond un seul point t. 

Réciproquement, x est une fonction uniforme de t, en d'autres 
termes il existe sur la surface a: un seul point correspondant à un 
point donné d'alfixe Q du domaine C^. 

Pour l'établir, on remarque d'abord (|ue la fonction T/, ne peut 
prendre qu'g/i un seul point x intérieur au contour €« la valeur 6. 
En effet, à celte valeur 8 de t„ correspondent, il est vrai, une in- 
Hnilé de nombres i^,, en progression arithmétique de raison 27r; 
mais, d'autre part, d'après la remarque relative à la périodicité 
de Vn^ ly limite supérieure x de l'intégrale i^„ ne change pas 

quand i^„ varie de 27r. Comme conséquence, l'intégrale / -r^ — — ^ 

a la valeur o ou la valeur a/ir, le long d'un contour fermé simple 
intérieur à G,,, suivant que ce contour renferme ou non à son 
intérieur le point x o\x la fonction t„ prend la valeur 9, car le ré- 
sidu de la fonction -r^ ^ relatif à ce pôle x est éeal à i . 

Quant à la fonction x, supposons qu'elle prenne la valeur en 
deux points x' et x!' de la surface x\ désignons par V un contour 
fermé a^ant à son Intérieur ces deux points, et ne contenant ni le 



(') Cela résulte immédiatement de ce que Ton peut prendre n assez grand 

I du du^ I , \ùu ôu^ I • . . i., • V . . L j t 

pour que -7=- ~ et -^ soient inférieurs à tout nombre donné a, 

\ ô^ dÇ I \OTi dr, I 

d'où il suit que | i' — p„ | est lui-même inférieur à aaL, L désignant le plus grand 

chemin qu'il faut parcourir sur la surface de Riemaiin pour aller de x, en x. On 

rétablit aisément en divisant le domaine en un nombre fini de régions partielles 

assez petites pour que, dans chacune d'elles, certaines inégalités soient satisfaites 

(cf. POINCARK, /oc. cit., p. 121 ). 
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point Xq^ ni aucun point (autre que x' et x^) où la fonclion t 
prenne la valeur 0. D'après ces hypothèses, le théorème des résidus 

donne 

Je dx dx 



Or, c'est un résultat impossible. En eflfet, posons 
ce qui donne 



dXn 

dx 



dWn 
'-dF' 



dz dw 

dx dx 



Puisque Un et r,, ont comme limites u et ç^ on peut choisir n assez 
grand pour que l'on ait, dans le domaine de frontière F, 



I -c — x,i I < e, 



I dw dwfi 
dx dx 



<e\ 



e et e' désignant deux nombres positifs arbitraires (*). De plus, 



dw I 



quand le pointer décrit le contour F, -3— a une limite supérieure L 



dx 

et |t — 0| a une limite inférieure /; 

nombre /puisque |t| reste inférieur à 1 dans le domaine S. Par 
suite, à cause de l'identité 



I 

T 



surpasse aussi ce 



dx dxn dwn ^^ 

dx dx dx dx 



T — Trt 



T„— l 



dx (T-e)(T«-e)' 



on a sur le contour F, en prenant n suffisamment grand, 



dx 



dzn 
dx 



<7-^l^(^-^')lj(737]' 



Appelons e" le second membre de cette inégalité; on aura donc, en 



(*) La première inégalité est évidente. La seconde résulte des remarques faites 
dans la note précédente, puisque les fonctions u-\- iV, M„-h iv^ sont analytiques. 
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désignant par F la longueur du contour F, 



I r ( — ^ \ 

/ ( ^ dx \ 



dx 



<e'r. 



Si n a été choisi assez grand pour que le contour C/i enveloppe F, 
le premier membre de celle inégalité représente le module de la 
difTérence de deux intégrales a^ant pour valeurs l'une 4'''^» 
Tautre atit ou o; le second membre est aussi petit que l'on veut 
à cause du facteur e''. Cette inégalité est donc absurde. 

Ainsi, à une valeur de'z intérieure au domaine S correspond 
un seul point intérieur à la surface x : la variable x est une 
fonction analeptique uniforme de x. Il en est de même de la fonc- 
tion y^ puisqu'à un point de la surface x correspond une seule 
valeur de^. 

§ IV. — Les fonctions analytiques et les surfaces minima. 

330. Nous nous contenterons de montrer comment Weierslrass 
a rattaché la théorie des fonctions analeptiques d'une variable com- 
plexe à celle des surfaces minima (^ ). Rappelons d*abord la défi- 
nition de ces surfaces. 

Pour que l'aire d'une portion continue de surface, limitée par 
un contour donné, soit minimum, il faut que ses rayons de cour- 
bure principaux soient en chaque point égaux et de signes con- 
traires. Cette condition n'est pas toujours suffisante : néanmoins 
on convient d'appeler surfaces minima toutes celles qui jouissent 
de cette propriété; en d'autres termes, les surfaces minima sont 
celles qui ont pour indicatrice, en chacun de leurs points j une 
hyperbole équilatère (^). 



(•) Weiehstrass, Monatsber. d, Berliner Ak,j 1866 et 1867. — C/, aussi Dar- 
Boux, Théorie des sur/aces, I'* Partie, Livre III, Chapitre II. 

(^) Les surfaces minima rentrent ainsi, comme cas particulier, dans les sur- 
faces dites de M. Weingarten ou surfaces (W), c'est-à-dire dans celles qui ont 
leurs rayons de courbure principaux liés par une équation donnée a priori. 

Il résulte immédiatement des formules (3) (p. 287) que ce sont aussi des sur- 
faces de translation, au sens de Lie : elles peuvent être engendrées par la 
translation des lignes de longueur nulle tracées sur la surface. 
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II suil de là que Ton peut aussi caractériser ces surfaces en 
disant que les deux familles de lignes de longueur nulle 
tracées sur la surface y forment un réseau conjugué. 

En effet, en un point de la surface, les tangentes aux lignes de 
longueur nulle passant par ce point ont pour coefficients angu- 
laires -h t et — i, quand on prend comme axes de coordonnées 
les axes de l'indicatrice, puisque leurs équations s'obtiennent en 
égalant à zéro le carré d'un élément linéaire qui a alors la forme 

( du -\- idv){du — i dv ). 

Or, la conique et la seule conique admettant pour diamètres con- 
jugués des droites de coefficients angulaires -^ i oi — i est l'hyper- 
bole équilatère. Donc, il faut et il suffit que l'indic^atrice d'une 
surface soit en chaque point une hyperbole équilatère pour que 
les lignes de longueur nulle y déterminent un réseau conjugué. 
Appuyons-nous sur cette propriété des surfaces minima pour 
établir leur équation : nous allons chercher à exprimer les coor- 
données cartésiennes x^y^ z d'un point d'une pareille surface en 
fonction de paramètres a et p choisis de telle sorte qu'ils corres- 
pondent aux systèmes de lignes de longueur nulle. 

Le réseau (a, P) est conjugué. Or, pour qu'un réseau soit 
conjugué, il faut et il suffit que les coordonnées x. y, s satis- 
fassent à une même équation linéaire aux dérivées partielles du 
second ordre, du type liy[)erbolique, que l'on peut ramener à la 
forme 

A et B désignant des fonctions quelconques de a et jâ. On aura 

donc 

/ à^x _ âx dx 

d^ ~^di~^^' 



} d^y . dy _ dy 

^ dad^ da dfi 

d^z ^ dz ^ dz 

= A h B -yr . 



dad^ d% <^? 

Le réseau (a, jâ) est formé de lignes de longueur nulle. Dès 
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lors, dans la foriiie quadratique qui repivsente le carré de l'élé- 
ment linéaire de la surface, les coefficienls E et G sont nuls; on 
aura donc 



(2) 



(«-(?)'-(!)■- (S)'-- 



Pour résoudre le système formé par les équations (i) et (2), diffé- 
renlions la première des relations (2) par rapport à p, et la seconde 
par rapport à a; puis, remplaçons les dérivées secondes par leurs 
valeurs tirées des équations (i). On en déduit 

.„ -,„ /„ àx dx dy dy dz dz\ 

AF = o. BF = o (f=^--^^^^ + --^); 

par suite A et B sont nuls, car F est différent de zéro, puisque toute 
ligne tracée sur la surface n^est pas de longueur nulle. 
Les équations (i) deviennent donc 

d^x __ ô\v _ ^ _ 

et leurs intégrales sont de la forme 

/ T=/,(a)-ho,(3), 

(3) \y=A(^)^<?t(?h 

[ z =/3(a)-hcp,(p). 

Pour que ces relations représentent les équations des surfaces 
minima, il faut déterminer les fonctions /«, cp,, . . . , <p, de façon 
que a:, y, z satisfassent encore aux équations (2), c'est-à-dire de 
manière que Ton ait 

^^^ ( 'f?(?)-^??(P)^??([i) = o. 

Enneper et Weierstrass introduisent la première de ces condi- 
tions dans les équations (3) en posant 

/;(a)-4-£ /;(a)_ 
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ce qui donnC) à cause de la première des équations (4)) 

et par suite 

1 — a* i(i -h M*) 2 M 

Représentons la valeur de ces trois rapports par -^; on en 

déduit 

/3(«)= / " ^(u)du. 

La même méthode conduit à des expressions analogues pour 

?/(P)» ?2(?)» 'f3(P); '' suffis de poser 

et d'introduire une fonction {{{v) analogue à ^(u). Donc les coor- 
données des points de toute surface minima pourront s'exprimer 
en coordonnées paramétriques (m, i^) par les formules 

(5) K=^ l^{i-^u^)^(u)du-^ f(i-^^')<^Mdi^y 

\^= fti ^(u)du-h fv (i{v)dv. 

Une condition évidemment suffisante pour que ces surfaces 
soient réelles , c'est que les fonctions ê et (^ soient imaginaires 
conjuguées et que les intégrales relatives k u ei v soient prises 
suivant des chemins imaginaires conjugués (*). 



(' ) On peut montrer que ces conditions suffisantes sont aussi nécessaires {cf. 
Darboux, loc. cit., p. 3g2 ). 
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Ainsi les équations 

r1(u)du 



= Sl f iu 



représentent des nappes réelles de surfaces nilnima (*). 

Ces remarques font apparaître le lien entre la théorie des fonc- 
tions analytiques d'une variable complexe et celle des surfaces 
minimn. 

En effet : 

i** A toute fonction de variable complexe, ^(w), correspond 
une surface minima, représentée par les équations (6) : cette 
surface est définie de forme et d'orienlation, puisque ces équa- 
tions déterminent x^y, ^ à des constantes addilives près, dont la 
variation ne fera qu'imprimer un mouvement de translation à la 
surface. 

2® Réciproquement, à une surface minima donnée, correspond 
au moins une fonction de variable complexe (^), puisque les 
équations de celle surface peuvent toujours êlre mises sous les 
formes (5) et (6). 

Ainsi, les relalions analytiques auxquelles une fonction de 
variable complexe donne naissance auront pour représentation 
géométrique des propriétés des surfaces minima, et récipro- 
quement. 



(*) Comme nous l'avons fait plusieurs fois (!'• Partie, p. aSi), nous dési- 
gnons avec Weiersirass par le symbole cR. la partie réelle d'une grandeur 
complexe. 

Dans les formules (6), les deux coordonnées paramétriques sont figurées par 
la partie réelle et la partie imaginaire de u, 

(^) On démontre qu'à une surface minima réelle correspondent rfeao? fonctions 

de la forme ^(a), ;(/( ) (-f et Ç désignant des fonctions imaginaires 

conjuguées), qui sont différentes, à moins qu'il ne s'agisse d'une surface double 
{cf. Darboux, loc. cit., p. 295 et Sbg). 

F. - II. lî) 



9.90 LIVRE II. — CHAPITRE X. 

§ V. — Les fonctions analytiques, la mécanique 

ET LA physique. 

331. Chaque élément «/, c d'une fonction analytique w -J- iV 
est harmonique. Par là, tout problème qui exige rintroduction 
d'un potentiel (et ces problèmes sont innombrables en Mécanique 
comme en Physique) se rattache à la Théorie des fonctions ana- 
lytiques (*). 

Il y a plus : non seulement, dans ces sciences, les fonctions 
harmoniques s'imposent; mais on est amené à considérer simul- 
tanément des fonctions harmoniques complémentaires. C'est 
ainsi que la Mécanique conduit à l'étude des courbes de niveau 
ou équipotentielles et de leurs trajectoires orthogonales ou lignes 
de force (-), et que ces lignes sont définies par des équations 

a(ir, y) = const., 
^{^yX) = <^onst., 

telles que la combinaison u H- iv soit analytique. 

Sans entrer ici dans des détails du domaine de la Mécanique 
ou de la Physique ('), donnons quelques exemples et occupons- 
nous d'abord de V attraction en raison inverse de la distance. 

Soient dans un plan n points matériels fixes (ai,6|), ..., 
(^«7 bn) exerçant sur un point mobile {x^y) des actions en raisan 



(*) « On peut résumer les procédés de Ricmann en disant qu'il fait l'appli- 
cation, à ces parties de fonction (m et v), des théorèmes fondamentaux de 
la Théorie du potentiel. Son point de départ se trouve ainsi dans ia Physique 
mathématique » [Klkin, Biemann et son influence sur les mathématiques 
modernes {Œuvres de Biemann, trad. Laugel, p. XVIII)]. 

(') La dénomination de lignes de force, due à Faraday, tient à ce que les 
tangentes à ces lignes font connaître la direction de la force. 

(^) Cf. KmcHnoFP, Vorlesungen iiber mathematische Physik. — Maxwell, 
Traité d* électricité et de magnétisme (traduction). — Poincarê, Cours de la 
Faculté des Sciences ( Électricité, Tourbillons, etc.). — Duhem, Divers Ou- 
vrages. — Etc. 

Voici un exemple emprunté à la Théorie (!es mouvements tourbillonna ires, 
Tune des plus importantes parmi celles de rHjdrodynamique : 

Soient x, y^ z les coordonnées au temps t d'une molécule fluide; Ç, tj, Ç les 
composantes de sa vitesse. Helmholtz a appelé tourbillon le vecteur qui a pour 
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inverse des dislances r», .. ., r« du poinl mobile à chacun des 
poinls fixes. Le polenliel correspondant h a comme expression 

if =2 m/ log ^ ( / = 1 , 2, . . . , 71), 

ni^j . . . , rrin désignant des coefficients constants. 
Posons 

x-^ iy = 5, a/ -h ibi = c/j z ~ c/= r/ e*^i ; 

/•/et 0/ représenteront les coordonnées polaires du point (x^y)^ 
en supposant l'origine placée au point («/, h/). 

Pour obtenir Téquation des courbes de niveau et des lignes de 
force, dans le mouvement du point (x^y) sous l'action des forces 
définies plus haut, il n'y a qu'à considérer la fonction analytique 

à la mettre sous la forme u -f- «V, et à égaler à des constantes les 
fonctions u et (^. On a ainsi 

a =— m, logri — . . .— /7i« logr„, p=— /?i,0, — . ,,— mn^n- 

De là, une définition géométrique élégante des courbes de niveau 
et des lignes de force : ce sont respectivement des cassinoïdes 
à n foyers et des lignes telles que les vecteurs obtenus en joignant 



composantes 

L('J\-^^\ L/'^l-^V 1/^_^V 

2\f)y Oz; 2\ôz dxj* 2\0x ôy / 

et lignes de tourbillon celles qui sont tangentes en chacun de leurs points au 
vecleur tourbillon : puis il a cherché à déduire les composantes de la vitesse 
d'une molécule de celles du tourbillon, sachant que ces composantes vérifient 

. • . I . • . ■ ,1 <^Ç <^^t (K ^„ , 

une certaine équation aux dérivées partielles -r h - - -h -r; = o. C est le pro- 
blème d'Kelmliollz. 

Lorsque la vitesse reste parallèle à un plan (en pareil cas, les lignes de tour- 
billon sont des droites normales à ce plan, si la vilose est la môme en tous le» 
points situés sur une même perpendiculaire ù ce plan), ce problème se rattache 
à la représentation conforme, et dès lors aux foncli )ns analytiques; car si l'on 
sait représenter d'une manière conforme sur un cercle la section du vase où se 
meut le fluide, on peut résoudre le problème de Ilelmholtz, et réciproquement 
{voir PoiNCAHH, Théorie des tourbillons , p. 99, 1893). 
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les n foyers à un point quelconque de ces lignes forment avec une 
direction fixe des angles dont la somme, après l'inlroduction de 
facteurs convenables, soit constante (*). 

332. Une interprétation physique intéressante des fonctions 
analytiques résulte de l'étude des mouvements irrotationnels et 
permanents (2) de certains fluides, dans le cas oit les vitesses de 
tous leurs éléments rcslent parallèles à un plan fixe el sont iden- 
tiques en tous les points situés sur une même perpendiculaire 
à ce plan. 

Considérons par exemple un liquide incompressible à tempé- 
rature conslanle animé d'un tel mouvement. Soient x et y les 
coordonnées d'une de ses molécules par rapport à deux axes rec- 
tangulaires silués dans le plan où elle se meut, \[x^y) et7j(:r, j^) 
les composantes de sa vitesse, u{x^y) la fonction dont elles sont 
les dérivées (Hclmbollz l'a appelée potentiel des vitesses). 

1° Les lignes équipotcntielles w(.r, y) = const. sont normales 
aux trajectoires des molécules. 

En effel, on a par hypothèse 

»-/ .du . .Ou 



(*) On peut donner de cette môme fonction analytique /(-s) des interprétations 
hydrodynamiques, électrodynamiques, électrostatiques. Cf. Poincaré, Théorie des 
tourbillons, p. 6;. 

(') Le mouvement d'un fluide est irrotationnel ou non tourbillonnai re lorsque 
les composantes (;, r^, ^) de la vitesse de chacun de ses éléments sont les dérivées 
d'une même fonction u{Xy y^ 5, t). 

Un mouvement ou un régime est permanent lorsque la distribution des vitesses, 
des pressions (/?) et des densités (p), aux divers points géométriques de l'espace 
occupé par le fluide, est toujours la môme; en d'autres termes, lorsque \, r,, ^, 
/;, p ne dépendent pas explicitement du temps ty mais seulement des variables x, 
y, z d'EuIer, c'esl-à-dire des coordonnées au temps t d'une molécule fluide que 
Ton suit dans son mouvement. 

Quand un mouvement est irrotationnel et permanent, la fonction u ne ren- 
ferme pas t. 

Enfin^ si le milieu en mouvement est un liquide incompressible à température 
constante, la densité p est aussi constante. 

Cf. Appell, Mécanique, t. III. 
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et dès lors, en désignant par dx et dy les difTérentielles dans les 
déplacemenls sur une ligne équipotenlielle, 

du r^ \ dx -\- r^ dy. 

Dans un pareil déplaocrnenl, du est nul, puisque u est conslanl; 
par suite les directions (Ç, vi)) (<^^ï ^y) sont bien rectangulaires. 

2° Le potentiel des vitesses u{x,y) est une fonction har- 
monique. 

Cetle propriété de la fonction u se déduit immédiatement de 
Téquation connue en Hydrodynamique sous le nom d'équation de 
continuité (*). 

Voici un raisonnement direct pour Télablir. 

Le fluide est incompressible; donc Taire du triangle déterminé 
par trois molécules situées à des distances infiniment petites les 
unes des autres est la même aux temps tel t-\-dt. Or les trois points 
qui, au temps t, ont pour coordonnées 

(a^, 7)» (iF-H^a7,7), {3^,y-hdy\ 

auront pour coordonnées au temps t 4- dt^ 

X -h^dtj y -hr^dt, 

X -^ dx -\- (^ -^- ^ dxj dtj y -{' ri dt, 

x-^^dt, y^dy-i- (^fi-^ ^ j dt. 
Par suite, en vertu de la formule qui donne l'expression de 



(') L'équation de continuité exprime l'absence de vide au sein de la masse 
fluide : on Tobiient en écrivant que la masse d'un élément infiniment petit du 
milieu est la môme avant et après sa déformation. Dans le sj'slème d'Euler, 
c'est-à-dire en pienant comme variables le temps t et les coordonnées Xj y, z 
défînies dans la note précédente, cette équation bien connue s'écrit 

ot dx oy dz 

Dès lors, il n'y a qu'à se reporter à la définition de \ et tj pour vérifier que la i 

fonction u est harmonique, quand la densité p est constante. | 

F. - II. iç). 
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l^aire d'un triaDgle, les deux déterminants 



I I I 

X X -\- dx X 

y y y-^dy 
I 



X ->r\dt X ->r dx -\' l\ -^ -— dx\ dt x-\-\dt 



sont identiques. On en calcule aisément les valeurs respectives 
en retranchant terme à terme les éléments de la première et de la 
seconde colonne; en égalant les résultats obtenus il vient 



et, par suite, on a bien 



<i''dy{i, 



5)*=- 



dx* 






Dans le cas que nous considérons, la fonction <^(x, ^) complé- 
mentaire du potentiel u(x^y) s^ appelle fonction d'écoulement 
(Maxwell) ou fonction de courant : les courbes v{x^y) = consl. 
représentent les trajectoires des molécules (p. 292); ces trajec- 
toires portent aussi les noms de filets fluides et de lignes de cou- 
rants (*), et elles correspondent aux tubes de forces et aux lignes 
de force. 

A.insi tout mouvement plan d'un fluide incompressible conduit 
à Tctude d'une fonction analytique. 

Réciproquement, à toute fonction harmonique m(x,jk)î et par 
suite à loule fonction analytique, on peut faire correspondre un 
mouvement irrotationnel plan d'un liquide incompressible. Pour 



(') En général, les lignes de courant sont celles qui ont pour tangente, en 
chacun de leur point, le vecteur représentant la vitesse : leurs équations diiïé- 
renticllcs sont donc 

dx _ dy __ dz 



Ce ne sont les trajectoires des molécules que dans le cas d'un régime permanent. 
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s'en assurer, il n'y a qu'à reprendre en ordre inverse les calculs 
ci-dessus. 

A cette interprétation hydrodynamique des fonctions analy- 
tiques , on peut substituer une interprétation électrique, par 
exemple en considérant les courants qui proviennent d'électricité 
en mouvement permanent sur une plaque conductrice. 

En effet, en écrivant (|ue l'électricité ne s'accumule sur aucun 
élément de la plaque et qu'elle va d'un point à un autre d'un 
mouvement continu, c'est-à-dire en traversant toute la région 
intermédiaire, on voit que les composantes Ç, 7) de la vitesse 
d'une molécule quelconque satisfont à l'équation (*), 



—2- H i- = o 

ôx dy 



/y du du\ 



et par suite que la fonction u est harmonique. 

Cela posé, soit un fluide en mouvement dans les conditions 
définies ci-dessus. Égalons à des constantes le potentiel des 
vitesses u{x^y) qui correspond à ce mouvement, et la fonction 
harmonique complémentaire ou fonction de courant ^(x^y) : les 
équations obtenues définissent des lignes analogues aux lignes de 
niveau, et les trajectoires des molécules fluides. Or la combi- 
naison u -h- iv est analytique. Donc l'étude de certains mouve- 
ments plans de fluides électriques se rattache à celle des fonctions 
analytiques. 

Il y a du reste bien des manières de réaliser matériellement, 
dans les diverses branches de la Physique, de pareils mouvements 
de molécules : il suffit, par exemple, de provoquer des courants 
électriques dans des plaques conductrices, soit au moyen d'une 
pile, soit par Tinduclion électrique ou magnétique. Ainsi la Phy- 
sique amène à considérer effectivement des fonctions analytiques. 

Inversement, à toute fonction analytique correspondent une 
famille de lignes équipotentielles et une famille de lignes ortho- 



(*) Cette équation est souvent appelée elle aussi équation de continuité, 
comme Tcquation correspondante en hydrodynamique. Cf. Maxwell, Électricité 
et Magnétisme (traduction), t. I, p. 470- Ici la fonction u désigne la tension 
électrique. 
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gonales que Ton peut ihéoriquemeiil regarder comme les trajec- 
toires des molécules d\in fluide. Par suite, toute fonction analy- 
tique permet de concevoir des mouvements de fluides qui sont 
théoriquement possibles, et conduit à la solulion de problèmes 
physiques ('). 

333. Non seulement en Hydrodynamique et en Électrodyna- 
mique, mais aussi en Stati((uc, les questions qui se ramènent à la 
recherche des fonctions harmoniques dans un domaine à deux 
dimensions, et dès lors à la considération des fonctions analy- 
tiques, sont nombreuses. Mentionnons, par exemple, le problème 
de la distribution de Télectricité sur un conducteur dans des 
conditions convenables (^). 

Pour terminer ces remarques, qui prouvent si bien la péné- 
tration mutuelle des diverses branches de la Science mathéma- 



(*) Aiûsi aux fondions analytiques log el i log^^^ correspondent des 

z — z — o 

lignes de courant qui sont respeclivemenl des cercles passant par a et b^ et des 
cercles par rapport auxquels les points a et 6 sont conjugués. On peut réaliser 
expérimentalement les mouvements correspondants de fluides électriques, dans le 
premier cas, au moyen de courants qui entrent sur une plaque conductrice par 
le point a et en sortent par le point b\ dans le second cas, en joignant sur cette 
plaque les points a et 6 par une courbe sans point multiple qui serait le siège 
d'une force électromotrice constante. Cf. Klkin, Ueber Riemanns Théorie der 
algebraischen Functionen, p. i3. 

Nous avons dit plus haut (p. 326) le parti que M. Klein avait tiré de ces 
considérations. 

Voir aussi Maxwell, op, cit., t. I, p. 336. 

(') Ainsi, soient des conducteurs dont les surfaces soient toutes de révolution 
autour d'axes parallèles, au moins dans la partie du champ électrique considéré, 
et au delà; supposons aussi que Ton puisse négliger l'action électrique du champ 
où cette condition n'est pas réalisée. 

En ce cas, rélectricité se distribue uniformément tout le long des génératrices 
des conducteurs parallèles aux axes. Par suite, dans le champ limité par deux 
plans perpendiculaires à ces axes et suflisamiiicnt voisins, le potentiel et la dis- 
tribution électrique ne dépendent que de deux variables. Une proposition géné- 
rale (p. 53) apprend dès lors que le problème de l'équilibre électrique revient à 
la recherche d'une fonction harmonique m( ar, y). 

On trouvera dans TOuvrcige de Maxwell cité plus haut plusieurs diagrammes 
représentant des réseaux formes par des lignes équipotentielles et des lignes de 
force [voir, par exemple, t. I, p. 187). 

Cf. aussi RiEMANN, Œuvres, trad., p. 378. 
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ti(|ue, voyons cominent, dans la Théorie de la chaleur, les familles 
de courbes isothermes ei les réseaux isothermes se trouvent encore 
reliés à l'étude des fonctions analytiques (*). 

Soit une plaque homogène en équilibre de température. Par 
suite de cet équilibre, la température de Tun quelconque de ses 
points (j7, y) ne dépend pas du temps et est seulement fonction des 
coordonnées de ce point. On démontre que cette fonction 0(t, y) 
est harmonique. 

Considérons les points de la plaque dont la température est la 
même. 

Les diverses courbes isothermes, lieux de ces points, peuvent 
être regardées comme définies par une équation f{x^y) =X ren- 
fermant un paramètre \ variable d'une courbe à l'autre : cherchons 
quelle doit être cette fonction f{x^y) pour que les courbes cor- 
respondantes jouissent de la propriété énoncée. 

Si la température ^{xjy) est la même sur l'une d'elles, la 
fonction 8 ne dépend que de X, c'est-à-dire de f{x^y)y et 
peut être représentée par F[/(:r,^)]. Aussi le problème de la 
détermination des fonctions / définissant des isothermes exige 
d'abord la recherche des conditions nécessaires pour que la fonc- 
tion F[/(^,JK)] soit harmonique, puisque la fonction ^{x^y) 
jouit de cette propriété. 

Formons AF; il vient 

ù¥ _ dF ()/ d^F __ d^F /d/y dF d^f 



" d/^ \ôx) "^ df d^*' 



ôx df ôx dx^ dp \dxj df dx^' 

OF _dF Of ç)2F _ d^ /(}fy rfF d^ 

Oy "" df oy' Oy^ "" df^ \ôy) ^ df dy^' 

Par suite, la fonction F satisfera à l'équation de Laplace, si l'on a 

c)»/ ù^f dyp 

ÙT' (>y» df^ 



■iyu^- - 



(£)■-( 



Le second membre de cette relation dépend seulement de fj et 
non pas de x el y; donc il en doit être de même du pie- 

(') Lamé, /. M,, 1887, p. 147- Voir aussi Fourier, Œuvres^ t. I, p. 99. 
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niier. Aussi, une condition nécessaire pour que la famille de 
courbes /{oc, y) =)v soit isotherme, c'est que le premier membre 
de l'équation (i) dépende seulement de /, par suite que la fonc- 
tion /soit une intégrale de Téquation 

£î-0?-t</4(ï)*-('l)']- 

où \{f) désigne une fonction arbitraire (*). 

Réciproquement, si la fonction / satisfait à une équation du 
type ci-dessus, les courbes y(^,j^) = A forment une famille 
d*isothermcs; en d'autres termes, une fonction convenable de 
/{x^y) est harmonique. En effet, il n'y a qu'à mettre la fonc- 
tion ^(/) sous la forme "^ pour que l'équation 

*(/)5^^*'(/)f =o 

s'intégre deux fois et donne la valeur d'une fonction F(/"), qui 
sera harmonique, et par suite pourra servira représenter la tem- 
pérature le long d'une courbe f{x, y) = X (*^). 

Ces préliminaires rappelés, considérons une fonction analy- 
tique mise sous la forme u -+■ à\ Les courbes u = const. défi- 
nissent une famille d'isothermes, puisque la fonction u est 
harmonique. 

Pour la même raison, les courbes r = const. forment une 
seconde famille d'isolhermcs. 

Ainsi, le réseau {u^i') est orthogonal (P* Partie, p. 5i) et 
isotherme : donc chaque fonction analytique conduit à conce- 



( ' ) Los fonotiv)ns 



iXV-Ci'V- 



ont ôlô appoloos par Lamé paramèires différentiels du premier cl du second 
oixiix» do la fonction /. Le o.tloni montiv immédiatement que. par exemple, 
il» iv>lont in\ariablo> tlans toute substitution orthogonale cneciuée sur les 
\,irial»lo*'. 

1-^ i^n ^oii que. si la condition ^ .M est remplie, rêqualio.i du faisceau d*is<»- 
lliornici /v.r, » • - a peut tHro ini>o sous la forme \'\ x, v> = u.. r désignant une 
fonction lianu.iuiquo. 
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voir comme possible certaine répartition de lignes d'égale tem- 
pérature. 

Remarque. — Toute transformation conforme, avons-nous vu 
(p. 60), substitue à une fonction harmonique une fonction har- 
monique. Vérifions par un calcul direct qu'à une famille de 
courbes isothermes f{x^ y) = \ une transformation conforme 

fait correspondre aussi une nouvelle famille d'isothermes 

En effet, les paramètres différentiels de la fonction (p(Ç, r\) ont 
pour expressions, puisque la fonction x -^ iy est analeptique 

(p. 265), 



à^ 






On en déduit 







&hm~m'H^" 



car la dérivée de ^ -h iy n'est pas nulle, si la transformation est 
biunivoque et conforme. 

Le dernier rapport dépend seulement, par hypothèse, de 
/(x^y) ou de X^ donc le rapport précédent est fonction unique- 
ment de X ou de <p(i, 'f\). C'est dire que les courbes cp($, tj) = X 
sont isothermes. 



FIN DE LA SECONDE PARTIE. 
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